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ΚΩΝΣΤΑΝΤΙΝΟΣ ΜΟΥΤΣΟΠΟΥΛΟΣ 

ΕΠΙΚΟΥΡΟΣ ΚΑΘΗΓΗΤΗΣ 



1. ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΕΠΙΛΥΣΗ 

 ΕΞΙΣΩΣΗΣ ΣΥΝΑΓΩΓΗΣ 

 

 

Αντικείµενο της του σηµερινού µαθήµατος της παράδοσης «Υπολογιστική 

Υδραυλική και Μεταφορά Ρύπων», (9
ο
 εξάµηνο του Τµήµατος Μηχανικών 

Περιβάλλοντος του ∆ΠΘ), είναι η επίλυση της µονοδιάστατης εξίσωσης συναγωγής:  
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∆ίνεται σε πρώτη µορφή ένας «ηµιτελής» κώδικας Fortran advection.for µε σκοπό οι 

συµµετέχοντες να τον συµπληρώσουν. Εναλλακτικά δίνεται η δυνατότητα επίλυσης 

της ίδιας εξίσωσης µε πρόγραµµα Excel. 

 

Στην παραπάνω εξίσωση η ταχύτητα θεωρείται σταθερή, η επίλυση γίνεται σύµφωνα 

µε την µέθοδο των πεπερασµένων διαφορών, και σύµφωνα µε το αριθµητικό σχήµα 

FTBS. (Forward in Time Backward in Space), βλέπε:Υπολογιστική 

Ρευστοδυναµική,Μαρκάτος και Ασηµακόπουλος(1995), σ. 40.  
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όπου: 
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tu
Cr

∆

∆
=  ο αριθµός Courant 

 

t∆  το χρονικό βήµα 

x∆ η αποστάσεις των σηµείων του πλέγµατος 

 

 

Ο δείκτης αφορά την διακριτοποίηση στον χώρο (περιγραφή χωρικού σηµείου) 

Ο εκθέτης αναφέρεται στην χρονική διακριτοποίηση (χρονικό επίπεδο) 

 

 

Το πρόγραµµα προβλέπει την εισαγωγή αρχικής ρύπανσης µε τριγωνική κατανοµή, 

για καλύτερη εξέταση της «ψευτοδιάχυσης», ή «αριθµητικής διάχυσης». 

 

 

∆εδοµένα άσκησης 
 

 

Ο χώρος που εξετάζεται έχει µήκος L=20m, και η ταχύτητα u=1m/s. Θα κάνουµε 

τους υπολογισµούς για χρονική διάρκεια t=20s. 

Οριακές συνθήκες 

Στο ανάντη άκρο της εξεταζόµενης περιοχής η συγκέντρωση είναι µηδέν:  

 



για x=0, c=0  

 

Αρχικές συνθήκες 

Υποθέτουµε ότι στο χρονικό σηµείο µηδέν υφίσταται ρύπανση µόνο στην περιοχή 

2m<x<6m και το προφίλ της συγκέντρωσης  έχει µορφή ισοσκελούς τριγώνου, η δε 

µέγιστη τιµή της ρύπανσης ισούται µε  cmax=1g/l, και εµφανίζεται σε απόσταση 4m 

από το ανάντη άκρο.  

 

Πιο συγκεκριµένα υποθέτουµε ότι το προφίλ της συγκέντρωσης  µπρεί να περιγραφεί 

µε τις παρακάτω µαθηµατικές σχέσεις: 

 

0<x<2m c=0 

2<x<4m c=(x-2)/2    [mg/l] 

4<x<6m c=(6-x)/2    [mg/l] 

x>6m c=0 

 

Για τη επίλυση του παραπάνω προβλήµατος προτείνονται τα εξής έξι (6) σενάρια τα 

οποία και παρουσιάζονται στον πίνακα 1:  

 

Πίνακας 1: Προτεινόµενα δεδοµένα διακριτοποίησης (υπολογίστε και εισαγάγετε 

στον πίνακα τον αριθµό Courant): 

 

Σενάριο Χρονικό βήµα  

∆t [s] 

Απόσταση πλέγµατος 

∆x [m] 

Αριθµός Courant 

Cr=u ∆t / ∆x 

1o 0.5 1  

2o 1 1  

3o 1.0 .5  

4o .125 .25  

5o .0625 .125  

6o .5 .25  

    

 

 

Ασκήσεις 

 

A. Επίλυση του προβλήµατος µε πρόγραµµα Fortran 

 

 
∆ίνεται η δυνατότητα να συµπληρωθεί ένας κώδικας Fortran (advection.for).  

 
1)Αποκρυπτογράφηση και τεκµηρίωση του κώδικα 

 

Κάντε κατάλληλους πίνακες στους οποίους 

Περιγράψτε τις µεταβλητές εισόδου 

Περιγράψτε τις µεταβλητές εξόδου 

Περιγράψτε τα αρχεία εισόδου 

Περιγράψτε τα αρχεία εξόδου 

Κάντε ένα οργανόγραµµα µε όλες τις υπορουτίνες που υπεισέρχονται και περιγράψτε 

τις 



Συµπληρώστε τις απαραίτητες εντολές  

Ελέγξτε τον κώδικα για σφάλµατα 

 

 

2) Εκτέλεση κώδικα 

 

Ποια (ο) από τα παραπάνω σενάρια αναµένεται να δώσει ακριβή αποτελέσµατα; 

Ποια (-ο) από τα παραπάνω σενάρια αναµένεται να παρουσιάσει (-ουν) προβλήµατα; 

Τι έχετε να παρατηρήσετε για την εφαρµογή της παραπάνω µεθόδου σε πρακτικές 

εφαρµογές; 

Εξετάστε µε την βοήθεια του κώδικα τα προτεινόµενα σενάρια. Αναλύστε τα 

αποτελέσµατα µε την βοήθεια γραφικών παραστάσεων 

 

Eάν δεν συµπαθείτε την FORTRAN: 

 

 

B. Επίλυση του προβλήµατος µε το Excel 

 
 

∆ηµιουργείστε ένα αρχείο µε όνοµα advectio.xls στον φάκελο numerics στον σκληρό 

δίσκο και σε ένα υποφάκελο µε το όνοµα σας! 

 

Χρησιµοποιείστε για κάθε σενάριο και ένα  χωριστό υπολογιστικό φύλλο 

 

ΓΡΑΜΜΕΣ 

� Στην   πρώτη γραµµή βάλτε τον χρόνο που αντιστοιχεί σε κάθε χρονικό βήµα 

(Αρχίστε από το τρίτο κελί) 

� Στην δεύτερη τον αύξοντα αριθµό του χρονικού βήµατος 

� Χρησιµοποιείστε τις υπόλοιπες γραµµές  για το πεδίο της συγκέντρωσης 

(βλέπε παρακάτω τον τρόπο υπολογισµού) 

 

ΣΤΗΛΕΣ   

 

Αρχίζοντας από την τρίτη γραµµή γράψτε : 

 

� Στην πρώτη στήλη τον αύξοντα αριθµό των κελιών 

� Στην δεύτερη στήλη τις χωρικές συντεταγµένες των κελιών 

� Στην τρίτη στήλη το προφίλ της συγκέντρωσης στο χρονικό σηµείο µηδέν 

(αρχικές συνθήκες) 

� Χρησιµοποιείστε τις υπόλοιπες για τον  υπολογισµό του πεδίου συγκέντρωσης 

στα διαδοχικά χρονικά βήµατα. 

 

Αφού κάνετε τα παραπάνω: 

 

∆ηµιουργείστε µία γραφική παράσταση του προφίλ της συγκέντρωσης για 

χαρακτηριστικά χρονικά σηµεία. 

 

Σχολιάστε τα αποτελέσµατα 



 

2. ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΕΠΙΛΥΣΗ 

ΕΞΙΣΩΣΗΣ ∆ΙΑΧΥΣΗΣ 

 

 

Θέλουµε να επιλύσουµε αριθµητικά την µονοδιάστατη εξίσωση διάχυσης:  
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Στην παραπάνω εξίσωση ο συντελεστής διάχυσης θεωρείται σταθερός, η επίλυση 

γίνεται σύµφωνα µε την µέθοδο των πεπερασµένων διαφορών, και σύµφωνα µε τα 

ρητά αριθµητικά σχήµατα 

 

 

α) FTCS. (Forward in Time Centered in Space), 
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β) Leap Frog 
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γ) DuFort-Frankel 
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 βλέπε:Υπολογιστική Ρευστοδυναµική, Μαρκάτος και Ασηµακόπουλος(1995), 

κεφάλαιο 4.  

 

 

όπου σε όλα τα αριθµητικά σχήµατα ισχύουν τα παρακάτω: 

 

2x

tD

∆

∆
γ =  ένας ισοδύναµος συντελεστής αριθµητικής διαχυτότητας 

 

t∆  το χρονικό βήµα 

x∆ η αποστάσεις των σηµείων του πλέγµατος 

 

 

Ο δείκτης αφορά την διακριτοποίηση στον χώρο (περιγραφή χωρικού σηµείου) 

Ο εκθέτης αναφέρεται στην χρονική διακριτοποίηση (χρονικό επίπεδο) 

 

 

∆εδοµένα άσκησης 
 



 

Ο χώρος που εξετάζεται έχει µήκος L=20m, και συντελεστή διάχυσης D=1m^2/s. Θα 

κάνουµε τους υπολογισµούς για χρονική διάρκεια t=20s. 

 

Oι αρχικές συνθήκες είναι 0cc =  για t=0 για όλα τα x 

Ενώ οι οριακές συνθήκες είναι οι εξής: 

 

Ιcc = ,για x=0 

0cc = ,για x=L 

 

Πίνακας 1: Προτεινόµενα δεδοµένα διακριτοποίησης: 

 

 

Σενάριο Χρονικό βήµα  

∆t [s] 

Απόσταση πλέγµατος 

∆x [m] 

Συντελεστής 

αριθµητικής 

διαχυτότητας 

γ=D ∆t / (∆x^2) 

1o 0.25 1  

2o 1 1  

3o .125.0 .5  

4o 2 1  

5o .1 .1.  

    

    

 

Θεωρείστε ότι 0=0c  και 1=Ιc  

Ασκήσεις 

 

 
Α) Γράψτε ένα υπολογιστικό πρόγραµµα για την επίλυση του παραπάνω 

προβλήµατος (κώδικας Fortranή υπολογιστικό φύλλο Excel) 

Β) Επιλύστε τα παραπάνω σενάρια και µε τα τρία σχήµατα 

Γ) Βρείτε κατάλληλο µέθοδο (µεθόδους) για να ελέγξετε την ακρίβεια των 

αποτελεσµάτων 

∆) Ποια «σχηµατοποιηµένα» προβλήµατα αντιστοιχούν στο πρόβληµα που είδαµε 



 

3. ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΕΠΙΛΥΣΗ ΕΞΙΣΩΣΗΣ  

ΣΥΝΑΓΩΓΗΣ-∆ΙΑΣΠΟΡΑΣ 

 
 

Θέλουµε να επιλύσουµε αριθµητικά την µονοδιάστατη εξίσωση συναγωγής:  
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Όπου u η ταχύτητα του µετώπου ρύπανσης και D ο συντελεστής διάχυσης. 

 

Στην παραπάνω εξίσωση ο συντελεστής διάχυσης θεωρείται σταθερός, η επίλυση 

γίνεται σύµφωνα µε την µέθοδο των πεπερασµένων διαφορών, και σύµφωνα µε το 

ρητό αριθµητικό σχήµα FTCS (Forward in Time Centered in Space), προκύπτει ότι: 
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βλέπε:Υπολογιστική Ρευστοδυναµική, Μαρκάτος και Ασηµακόπουλος (1995), 

κεφάλαιο 5.  

 

 

Υπενθυµίζεται ότι ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις: 
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=  ο αριθµός Courant 

 

2x

tD

∆
∆

γ =  ένας ισοδύναµος συντελεστής αριθµητικής διαχυτότητας 

 

t∆  το χρονικό βήµα 

x∆ η αποστάσεις των σηµείων του πλέγµατος 

 

Ο δείκτης αφορά την διακριτοποίηση στον χώρο (περιγραφή χωρικού σηµείου) 

Ο εκθέτης αναφέρεται στην χρονική διακριτοποίηση (χρονικό επίπεδο) 

 

Το παραπάνω αριθµητικό σχήµα είναι ευσταθές όταν: 

 

12 ≤≤ γCr  

 

Άσκηση 
 

 



Έστω υδροφορέας στον οποίον λαµβάνει χώρο µονοδιάστατη ροή κατά τον άξονα 

των x Το µήκος του υδροφορέα είναι L=300m. Για χρόνους 0t <  ο υδροφορέας δεν 

είχε υποστεί ρύπανση. Κατά το χρονικό σηµείο t=0 παρουσιάζεται εισροή ρυπαντή 

στον υδροφορέα  στο σηµείο x=0. Για χρόνους 0t ≥ , στο σηµείο x=0 η τιµή της 

συγκέντρωσης είναι σταθερή  (c=1mg/l ). To µέτωπο του ρυπαντή κινείται µε 

σταθερή ταχύτητα u=2m/d. Μπορούµε να θεωρήσουµε ότι δεν λαµβάνουν χώρα 

χηµικές αντιδράσεις και ότι ο ρυπαντής δεν προσροφάται / απορροφάται από τον 

στερεά φάση.  Επίσης ότι η διεργασία είναι φικιανή, ο κυρίαρχος µηχανισµός 

διασποράς είναι σχετίζεται µε τις  ετερογένειες  της διαπερατότητας,  το φαινόµενο 

είναι µονοδιάστατο και ο συντελεστής διασποράς είναι ίσος µε d2,0mD
2

/= .   

 

Για το χρονικό σηµείο t=50d, υπολογίστε την τιµή της συγκέντρωσης στα σηµεία: 

 

x=80m, x=90m, x=100m, x=110m, x=120m. 

 

Λύστε την παραπάνω άσκηση µε τη µέθοδο των πεπερασµένων διαφορών και το ρητό 

αριθµητικό σχήµα FTCS, επιλέγοντας χωρική και χρονική διακριτοποίηση της 

επιλογής σας. Χρησιµοποιείστε για τον σκοπό αυτό το πρόγραµµα Excel. 

 

 

Πίνακας 1: Προτεινόµενος τρόπος οργάνωσης των εξεταζοµένων σεναρίων: 

 

Σενάριο Χρονικό βήµα  

∆t  

Απόσταση 

πλέγµατος ∆x [ 

Αριθµός 

Courant: 

Cr=u∆t/∆x 

Συντελεστής 

αριθµητικής 

διαχυτότητας 

γ=D ∆t / (∆x^2) 

1o     

2o     

3o     

4o     

5o     

     

     

 

l 

 

Λύστε την ίδια άσκηση για την περίπτωση στιγµιαίας εισροής ρύπου 

 

 

Έλεγχος  

 
Ελέγξτε την αξιοπιστία της λύσης σας  µε την χρήση γνωστών αναλυτικών λύσεων 

 

Ψάχνουµε την αναλυτική λύση για ένα πρόβληµα για το οποίο την στιγµή t=0 έχουµε 

στην αρχή των συντεταγµένων άνοδο της συγκέντρωσης κατά 
0

c  (εισαγωγή 

σκαλοπατιού). Εάν το µέσο µπορεί να θεωρηθεί ηµιάπειρο, οι αρχικές συνθήκες 

µπορούν να γραφτούν c=0 για t<0, οι οριακές συνθήκες  µπορούν να γραφούν 
0

cc =  



για x=0 και 0≥t  ενώ για ∞→x  ισχύει c=0 για όλους τους χρόνους, για τα 

περισσότερα προβλήµατα πρακτικού ενδιαφέροντος η λύση της (Ι) µπορεί να γραφεί: 
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όπου erfc η συµπληρωµατική συνάρτηση λάθους (complementary error function): 
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Βλέπε π.χ. την παράδοση της Υπόγειας Υδραυλικής. 

 

Υπενθυµίζουµε επίσης ότι για την περίπτωση στιγµιαίας εισαγωγής ενός ρυπαντή σε 

έναν υδροφορέα στο χοoνικό σηµείο t=0, και µονοδιάστατου φαινόµενου η λύση της 

εξίσωσης συναγωγής-διασποράς γράφεται: 
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όπου 
0

c  είναι η συγκέντρωση του ρυπαντή στο χρoνικό σηµείο t=0.  

 



 

4. ΠΑΡΟΥΣΙΑΣΗ ΤΗΣ ΜΕΘΟ∆ΟΥ ΤΩΝ ΟΓΚΩΝ 

ΕΛΕΓΧΟΥ 

 
 

 

Η µέθοδος των όγκων ελέγχου έχει σαν αρχή την ολοκλήρωση των εξεταζόµενων 

εξισώσεων σε έναν όγκο γύρω από κάθε σηµείο του κανάβου στο οποίο η τιµή δεν 

γνωρίζουµε την τιµή της εξεταζόµενης µεταβλητής. 

 

∆ιεθνώς έχουν καθιερωθεί οι εξής συµβάσεις:  

 

Το σηµείο γύρω από το οποίο πραγµατοποιούµε την ολοκλήρωση ονοµάζεται P 

(Point) 

  

To σηµείο δυτικά του σηµείου Ρ ονοµάζεται W (West) 

 

To σηµείο ανατολικά του σηµείου Ρ ονοµάζεται E (Est) 

 

Το σηµείο στο δυτικό σύνορο του όγκο ελέγχου του σηµείου P ονοµάζεται w 

 

Το σηµείο στο ανατολικό σύνορο του όγκο ελέγχου του σηµείου P ονοµάζεται e 

 

Τα σηµεία P, E, W είναι σηµεία στα οποία «αποθηκεύουµε» τις τιµές του πεδίου 

συγκέντρωσης, ενώ τα σηµεία w,e είναι βοηθητικά (τουλάχιστον ως προς την 

συγκέντρωση) 

 

Θεωρώ την «µόνιµη» εξίσωση συναγωγής διασποράς 
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Ολοκληρώνοντας σε έναν όγκο ελέγχου (εκτελέσω δηλαδή την πράξη ∫ ⋅
e

w

dx ) 

προκύπτει ότι: 
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Τα µεγέθη της ταχύτητας και της διασποράς-διάχυσης θεωρούνται γνωστά, ενώ θέλω 

να εκφράσω τα µεγέθη που περιέχουν την συγκέντρωση συναρτήσει της 

συγκέντρωσης στα σηµεία W,P,E. 

 



Όσο αφορά την διακριτοποίηση των µεγεθών τα οποία σχετίζονται µε την διάχυση 

διασπορά θεωρώ ότι οι παράγωγοι της συγκέντρωσης µπορούν εκφραστούν από τις 

σχέσεις:  
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θεωρώ δηλαδή  ότι η κατανοµή της συγκέντρωσης ανάµεσα σε δύο σηµεία είναι 

γραµµική.γ Η φυσική ερµηνεία αυτής της παραδοχής είναι ότι ο νόµος του Fick 

θεωρεί την ροή της µάζας να εξαρτάται γραµµικά από την βαθµίδα της συγκέντρωσης   

 

Για την προσοµοίωση των όρων ew cc ,  οι οποίοι σχετίζονται µε την διεργασία της 

µεταφοράς (ή συναγωγής), θεωρώ δυο περιπτώσεις, ανάλογα µε την τιµή του 

«αριθµού Peclet κανάβου» ο οποίος ορίζεται ως 
D

x(u)
(Pe)g

∆
=  

 

Α) Για µικρές τιµές του ( )gPe  το φαινόµενο κυριαρχείται από µηχανισµούς 

διάχυσης-διασποράς, άρα ΄θα θεωρήσουµε πάλι γραµµικό προφίλ συγκέντρωσης, 

κατά συνέπεια: 
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B) Για µεγάλες τιµές του ( )gPe  το φαινόµενο κυριαρχείται από µηχανισµούς 

διάχυσης-διασποράς, άρα θα θεωρήσουµε ότι η συγκέντρωση σε ένα σηµείο 

επηρρεάζεται κυρίως από την διασπορά «ανάντη», δηλαδή 
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Η παραπάνω µέθοδος γενικεύεται πολύ εύκολα και για το µη-µόνιµο φαινόµενο  

 

 αν τοποθετήσουµε τις παραπάνω σχέσεις σε ένα χρονικό επίπεδο ανάµεσα στο 

χρονικό επίπεδο n (παλιό χρονικό επίπεδο-συµβολίζεται συνήθως µε τον εκθέτη 0) 

και στο χρονικό επίπεδο n+1 (νέο χρονικό επίπεδο συµβολίζεται συνήθως µε τον 

εκθέτη 1), ολοκληρώσουµε ως προς τον χρόνο την εξίσωση  
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και χρησιµοποιήσουµε τις σχέσεις: 
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όπου f είναι ένας συντελεστής βάρους 10 ≤≤ f  

 

και 
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όπου x∆  είναι το «πλάτος» του όγκου ελέγχου 

 

Προφανώς το σχήµα είναι ρητό µόνο για 0f = .  

 

Σε αντίθετη περίπτωση παίρνω µία εξίσωση για κάθε κόµβο στον οποίο η τιµή της 

συγκέντρωσης είναι άγνωστη, και προκύπτει ένα γραµµικό σύστηµα εξισώσεων. 
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Η µεταφοράς µάζας περιγράφεται από σωµατίδια τα οποία κινούνται σε ένα πεδίο 

ροής.  

 

Κάθε σωµατίδιο έχει και µία ορισµένη µάζα: Στην κλασσική µορφή της µεθόδου 

αυτής υπάρχουν σωµατίδια µόνο στις περιοχές που όντως υπάρχει ρύπανση.  

Η µέθοδος αυτή αν και δεν απαιτεί την επίλυση διαφορικών εξισώσεων, προϋποθέτει 

την διακριτοποίηση της εξεταζόµενης περιοχής µε την βοήθεια «ορθογωνικού» 

κανάβου.  

 

Η συγκέντρωση σε κάθε χρονικό σηµείο και κάθε «κελί» , υπολογίζεται ως εξής 

 

• Έχουµε υπολογίσει τον συνολικό αριθµό σωµατιδίων σε κάθε κελί για το 

συγκεκριµένο χρονικό βήµα 

• Υπολογίζουµε στην συνέχεια τη µάζα του ρυπαντή στο συγκεκριµένο κελί, 

γνωρίζοντας τη «στοιχειώδη µάζα» κάθε σωµατιδίου 

• Ο όγκος το κάθε κελιού όντας γνωστός πριν από την έναρξη των 

υπολογισµών, το πεδίο συγκέντρωσης υπολογίζεται πολύ εύκολα.  

  

Οι «εναρκτήριες» θέσεις των σωµατιδίων υπολογίζονται από τις αρχικές συνθήκες 

της συγκέντρωσης.  

 

Για να υπολογιστούν οι θέσεις των σωµατιδίων στα επόµενα χρονικά βήµατα, 

συνδέουµε την κίνηση των σωµατιδίων µε «κανόνες µετακίνησης»: η µεταφορά από 

το πεδίο ροής προσεγγίζεται σαν µία ντετερµινιστική διεργασία, ενώ το «άπλωµα» 

του µετώπου σαν µία στοχαστική διεργασία. 

 

Μία κατανόηση του αλγορίθµου επίλυσης επιτρέπει η αναλυτική λύση του 

µονοδιάστατου φαινοµένου της εξάπλωσης ρύπου σε οµοιόµορφο πεδίο ροής. 

 

 Αν υποθέσουµε ότι υπάρχει «στιγµιαία» και «σηµειακή» διάθεση ρύπου στο σηµείο 

x=0 στον χρόνο t=0, µε αρχική συγκέντρωση 0c  συγκέντρωση δίνεται από την 

εξίσωση: 
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Η δοµή της παραπάνω συνάρτησης είναι ταυτόσηµη µε την δοµή της «κανονικής 

κατανοµής» ως προς τον άξονα x, µε µέση τιµή utx =   

 

και τυπική απόκλιση tDL2=σ  

 

Κατά αναλογία η απόσταση την οποία διανύει ένα σωµατίδιο σε ένα χρονικό σηµείο 

µε µέγεθος βήµατος t∆  είναι: 

 

( ) ( ) ( )tDZtux Lpp ∆∆δ 2+=  



 

όπου Z είναι µία στοχαστική συνάρτηση, η οποία υπόκειται σε κανονική κατανοµή, 

µε µέσο όρο 0 και τυπική απόκλιση 1. 

 

Γνωρίζοντας την θέση του σωµατιδίου στο χρονικό σηµείο t, η θέση του σωµατιδίου 

στο χρονικό σηµείο tt ∆+  υπολογίζεται σε: 

 

( ) ( ) tDZtutxttx Lppp ∆∆∆ 2++=+  

 

Στην πράξη η στοχαστική συνάρτηση Z  µπορεί να υπολογιστεί από την σχέση: 
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όπου iX  µία στοχαστική συνάρτηση µε οµοιόµορφη τιµή η οποία παίρνει τιµές στο 

διάστηµα [0,1].  

 

Τέτοιες συναρτήσεις είναι ενσωµατωµένες στις περισσότερες γλώσσες 

προγραµµατισµού 


