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Η ΑΝΑΠΣΤΞΗ ΣΩΝ ΑΡΙΘΜΗΣΙΚΩΝ ΙΚΑΝΟΣΗΣΩΝ, ΟΙ ΑΣΤΠΕ 

ΓΝΩΕΙ ΚΑΙ ΣΡΑΣΗΓΙΚΕ ΣΩΝ ΜΑΘΗΣΩΝ   

 

Η εκθάληζε θαη αλάπηπμε ησλ πξώησλ αξηζκεηηθώλ ηθαλνηήησλ  

 

Σηελ ελόηεηα απηή, ζα πξαγκαηνπνηήζνπκε κηα ζύληνκε παξνπζίαζε ηεο εμειηθηηθήο 

αλάπηπμεο ησλ αξηζκεηηθώλ ελλνηώλ, μεθηλώληαο από ηνπο πξώηνπο κήλεο ηεο δσήο 

ηνπ αλζξώπνπ θαη θηάλνληαο έσο ηηο έλλνηεο ησλ ξεηώλ αξηζκώλ.   

Οη όξνη άηππα καζεκαηηθά θαη άηππεο γλώζεηο ρξεζηκνπνηνύληαη γηα ηηο ηθαλόηεηεο 

θαη γλώζεηο πνπ απνθηά ην παηδί έμσ από ην ζρνιείν, αιιά θαη ηηο ηθαλόηεηεο θαη 

γλώζεηο πνπ αλαπηύζζεη ζην ζρνιείν ρσξίο λα ηηο δηδάζθεηαη. Τα παηδηά, ινηπόλ, πξηλ 

αθόκε δερηνύλ νπνηαδήπνηε νξγαλσκέλε δηδαζθαιία ζην ζρνιείν, δηαζέηνπλ πνιιέο 

γλώζεηο, ηθαλόηεηεο θαη δεμηόηεηεο ζρεηηθά κε ηηο αξηζκεηηθέο έλλνηεο, νη νπνίεο 

έρνπλ θπξίσο ραξαθηήξα θνηλσληθό θαη εκπεηξηθό. Τηο γλώζεηο θαη δεμηόηεηεο απηέο 

ηηο απνθηά ην παηδί είηε κέζα ζην πεξηβάιινλ ηεο νηθνγέλεηαο είηε γεληθόηεξα από ην 

θνηλσληθό θαη θπζηθό πεξηβάιινλ κέζα ζην νπνίν δεη (Gelman & Gallistel, 1978; 

Fuson, 1988; Resnick, 1989; Fischer, 1992; Λεκνλίδεο, 2003; Sophian, Wood, & 

Vong, 1995; Butterworth,1999; Nunes, & Bryant, 1996 (ζηα Διιεληθά, 2007). Σην 

Λεκνλίδεο (2003, ζει. 37-56) παξνπζηάδνληαη ιεπηνκεξώο άηππεο αξηζκεηηθέο 

γλώζεηο πνπ δηαζέηνπλ νη Έιιελεο καζεηέο.  

Τα άηππα καζεκαηηθά, πνπ θαηέρνπλ ηα κηθξά παηδηά, έρνπλ κειεηεζεί δηεμνδηθά. 

Έλα γεληθό ζπκπέξαζκα πνπ πξνθύπηεη είλαη όηη παηδηά από δηαθνξεηηθό πνιηηηζκηθό 

θαη θνηλσληθό-νηθνλνκηθό ππόβαζξν πξνρσξνύλ κε ηελ ίδηα αλαπηπμηαθή πνξεία 

ζηελ πξώηκε θαη δηαηζζεηηθή θαηαλόεζε ησλ καζεκαηηθώλ (Gelman, 2000; 

Ginsburg, 1982, 1997; Klein & Starkey, 1988). Φαξαθηεξηζηηθά ε Gelman (2000, 

ζει. 27-28) δειώλεη όηη ηα δηάθνξα απνηειέζκαηα ησλ εξεπλώλ δείρλνπλ πσο 

ππάξρνπλ ακεηάβιεηεο αξηζκεηηθέο δνκέο ηνπ κπαινύ, πνπ ζπκβάιινπλ ζηελ 

επξύηεξε αλάπηπμε κηαο έκκεζεο -αιιά κε αξρέο- θαηαλόεζεο ησλ θπζηθώλ 

αξηζκώλ. Απηή ε θαηαλόεζε επηηξέπεη ζηα άηνκα λα κεηξνύλ θαη λα παξάγνπλ ηηο 

πιεζηθέο ηηκέο πνπ κπνξνύλ λα ρξεζηκνπνηεζνύλ ζε κηα δνκή, πνπ είλαη θάηη ζαλ 

πξόζζεζε θαη αθαίξεζε. Η Gelman ζεκεηώλεη όηη εξρόκαζηε ζηνλ θόζκν ηεο 

κάζεζεο κε έλαλ θαηάιιειν αξηζκό λνεηηθώλ δνκώλ, πνπ απνηειείηαη από ηηο αξρέο 

ηνπ ζθειεηνύ γηα ηε κέηξεζε, γηα ηελ παξαγσγή ησλ πιεζηθώλ ηηκώλ θαη γηα ηελ 

πξόζζεζε θαη ηελ αθαίξεζε ησλ πιεζαξίζκσλ πνπ πξνθύπηνπλ.  

Πνιιέο ζύγρξνλεο έξεπλεο ζηε γλσζηηθή, ζπγθξηηηθή θαη αλαπηπμηαθή ςπρνινγία 

ππνζηεξίδνπλ όηη νη άλζξσπνη, αιιά θαη πνιιά είδε δώσλ, γελληνύληαη κε έλα ζύλνιν 

έκθπησλ θαη βαζηθώλ πνζνηηθώλ δεμηνηήησλ. Όζνλ αθνξά ηηο πνζόηεηεο, απηέο νη 

πξσηνγελείο ηθαλόηεηεο ζπκπεξηιακβάλνπλ κηα έκκεζε θαηαλόεζε ηεο 

πιεζηθόηεηαο, ηεο δηαηαθηηθόηεηαο, ηεο θαηακέηξεζεο θαη ηεο πξόζζεζεο θαη 

αθαίξεζεο (αύμεζε θαη κείσζε ηεο πνζόηεηαο κηθξώλ ζπλόισλ) (Boysen, Berntson, 

1989; Geary, 1995
 
; Butterworth, 2005).      

 

 

Στοιχεία από τη θεωρία του Piaget για τον αριθμό 
 

Πξνηνύ αλαθεξζνύκε ζηα πεηξάκαηα θαη ηε ζεώξεζε πνπ θάλεη ν Piaget γηα ηνλ 

αξηζκό, ζα πξέπεη λα δνύκε ηε ζεσξία ηνπ γηα ηνλ αξηζκό κέζα ζηα πιαίζηα ηνπ 

δηαρσξηζκνύ πνπ θάλεη γηα ηα ηξία είδε γλώζεσλ: ηηο θπζηθέο γλώζεηο, ηηο 

ινγηθνκαζεκαηηθέο θαη ηηο θνηλσληθέο (ζπκβαηηθέο). Κάλεη απηό ην δηαρσξηζκό ησλ 

γλώζεσλ κε βάζε ηελ πξνέιεπζή ηνπο θαη ηνλ ηξόπν δόκεζήο ηνπο. Γηα ηνλ Piaget ν 



αξηζκόο είλαη έλα παξάδεηγκα ινγηθνκαζεκαηηθήο γλώζεο πνπ ηνλ αληηδηαζηέιιεη, 

όπσο ζα δνύκε παξαθάησ, κε ηε θπζηθή γλώζε θαη ηελ θνηλσληθή (ζπκβαηηθή) 

γλώζε. 

 

Ο Piaget δηαρσξίδεη ηελ εμσηεξηθή θαη εζσηεξηθή πξνέιεπζε ησλ γλώζεσλ. Η 

πξνέιεπζε ηεο θπζηθήο θαη θνηλσληθήο γλώζεο είλαη θαηά έλα κέξνο εμσηεξηθή σο 

πξνο ην ππνθείκελν. Αληίζεηα, ε πξνέιεπζε ηεο ινγηθνκαζεκαηηθήο γλώζεο είλαη 

εζσηεξηθή. 

 

Η λογικομαθημαηική γνώζη απνηειείηαη από ηηο ζρέζεηο πνπ θαηαζθεπάδνληαη από 

θάζε ππνθείκελν. Όηαλ γηα παξάδεηγκα καο παξνπζηάδνπλ κηα ράληξα κπιε θαη κηα 

ράληξα θόθθηλε θαη ζθεπηόκαζηε όηη είλαη δηαθνξεηηθέο, απηή ε ζθέςε γηα ηε 

δηαθνξά είλαη έλα παξάδεηγκα ηεο ζεκειίσζεο ηεο ινγηθνκαζεκαηηθήο ζθέςεο. (Οη 

ράληξεο είλαη παξαηεξήζηκεο αιιά ε δηαθνξά πνπ ππάξρεη κεηαμύ ηνπο δελ είλαη.) 

Απηή ε δηαθνξά είλαη κηα ζρέζε πνπ θαηαζθεπάδεηαη λνεηηθά από ην ππνθείκελν πνπ 

ζέηεη απηά ηα δπν αληηθείκελα ζε ζύγθξηζε. Η δηαθνξά δελ ππάξρεη νύηε κέζα ζηελ 

θόθθηλε νύηε ζηελ κπιε ράληξα, θαη αλ θαλέλαο δε ζύγθξηλε απηά ηα δπν 

αληηθείκελα, δε ζα ππήξρε δηαθνξά. 

Παξάδεηγκα άιισλ ζρέζεσλ πνπ ην ππνθείκελν κπνξεί λα ζέζεη κεηαμύ ησλ δύν 

ραληξώλ είλαη, "παξόκνηα", "ίδηνπ βάξνπο" θαη "δύν". Η ζρέζε ηελ νπνία ζέηεη γηα ηα 

αληηθείκελα έλα ππνθείκελν είλαη πξνζσπηθή. Δίλαη, δειαδή, εμίζνπ ζσζηό ην λα πεη 

όηη ε θόθθηλε ράληξα είλαη παξόκνηα κε ηελ κπιε κε ην λα πεη όηη είλαη δηαθνξεηηθέο. 

Γηα κηα νπηηθή γσλία νη δπν ράληξεο είλαη παξόκνηεο θαη γηα κηα άιιε νπηηθή γσλία 

είλαη δηαθνξεηηθέο. 

Δάλ ην ππνθείκελν ζέιεη λα ζπγθξίλεη ην βάξνο ησλ δπν ραληξώλ ζα πεη όηη είλαη 

"ίζεο" ζε βάξνο. Δάλ επίζεο δεη ηηο ράληξεο αξηζκεηηθά ζα πεη όηη ππάξρνπλ "δύν". Οη 

δύν ράληξεο κπνξεί λα παξαηεξεζνύλ, αιιά ην γεγνλόο όηη είλαη δύν δελ κπνξεί. Ο 

αξηζκόο είλαη κηα ζρέζε πνπ δεκηνπξγείηαη λνεηηθά. 

 

Τν παηδί ζπλερίδεη ηελ θαηαζθεπή ηεο ινγηθνκαζεκαηηθήο ηνπ γλώζεο ζπληνλίδνληαο 

ηηο απιέο ζρέζεηο πνπ έζεζε πξνεγνύκελα κεηαμύ ησλ αληηθεηκέλσλ. Σπληνλίδνληαο 

γηα παξάδεηγκα ηηο ζρέζεηο "ίδην", "δηαθνξεηηθό" θαη "πεξηζζόηεξν", γίλεηαη ηθαλό λα 

ζπκπεξάλεη όηη ππάξρνπλ πεξηζζόηεξεο ράληξεο ζηνλ θόζκν από ηηο κπιε ράληξεο θαη 

όηη ππάξρνπλ πεξηζζόηεξα δώα από ηα ζθπιηά. 

 

Η θςζική γνώζη είλαη κηα γλώζε ησλ αληηθεηκέλσλ κέζα ζηελ εμσηεξηθή ηνπο 

πξαγκαηηθόηεηα. Τν ρξώκα θαη ην βάξνο κηαο ράληξαο είλαη παξαδείγκαηα θπζηθώλ 

ηδηνηήησλ πνπ αλήθνπλ ζηελ πξαγκαηηθόηεηα ησλ αληηθεηκέλσλ θαη κπνξνύλ λα 

γίλνληαη γλσζηά κε ηελ παξαηήξεζε. 'Δλα άιιν παξάδεηγκα θπζηθήο γλώζεο είλαη ην 

γεγνλόο όηη γλσξίδνπκε πσο κηα ράληξα ζα πέζεη αλ ηελ πεηάμνπκε ζηνλ αέξα. 

 

Η κοινωνική γνώζη έρεη σο θύξην ραξαθηεξηζηηθό όηη ε θύζε ηεο είλαη εληειώο 

απζαίξεηε. Η πξνέιεπζε ησλ θνηλσληθώλ γλώζεσλ είλαη νη ζπκβάζεηο πνπ ηίζεληαη 

από ηνπο αλζξώπνπο. Μπνξνύκε λα αλαθέξνπκε ζαλ παξάδεηγκα θνηλσληθήο γλώζεο 

όηη έλαο πίλαθαο νλνκάδεηαη "πίλαθαο", όηη ηα Φξηζηνύγελλα γηνξηάδνληαη ζηηο 25 

Γεθεκβξίνπ, όηη δελ πξέπεη λα ηξώκε θαζηζκέλνη πάλσ ζην ηξαπέδη. 

 

Δίλαη εληειώο απζαίξεην λα νλνκάδνπκε έλαλ πίλαθα "πίλαθα". Σε κηα άιιε γιώζζα, 

ην ίδην αληηθείκελν έρεη έλα άιιν όλνκα, δηόηη δελ ππάξρεη θακηά ζρέζε θπζηθή ή 

ινγηθή κεηαμύ ελόο αληηθεηκέλνπ θαη ηνπ νλόκαηόο ηνπ. Δπίζεο ην γεγνλόο όηη κεξηθά 



άηνκα γηνξηάδνπλ ηα Φξηζηνύγελλα ελώ άιια δελ ην θάλνπλ δείρλεη ην ζπκβαηηθό 

ραξαθηήξα ηεο θνηλσληθήο γλώζεο. Γελ ππάξρεη θακία θπζηθή ή ινγηθή αηηία γηα λα 

ζεσξνύκε ηηο 25 Γεθεκβξίνπ ζαλ κηα κέξα δηαθνξεηηθή από ηηο άιιεο. 

 

Μπνξνύκε λα ζπλαγάγνπκε από ηα παξαπάλσ όηη ε παξέκβαζε ησλ αλζξώπσλ είλαη 

απαξαίηεηε γηα ηελ απόθηεζε ησλ θνηλσληθώλ γλώζεσλ από ηα παηδηά, απηό δε 

ζεκαίλεη όκσο όηη ε παξέκβαζε ησλ άιισλ είλαη ην κόλν πνπ έρεη αλάγθε ην παηδί 

γηα λα απνθηήζεη ηελ θνηλσληθή γλώζε. Η θνηλσληθή γλώζε όπσο θαη ε θπζηθή 

γλώζε είλαη κηα γλώζε ηνπ πεξηερνκέλνπ θαη γηα λα αθνκνησζεί θαη λα νξγαλσζεί 

απαηηεί έλα ινγηθνκαζεκαηηθό πιαίζην. 'Δηζη όπσο ην παηδί γηα λα αλαγλσξίζεη κηα 

θόθθηλε ράληξα (θπζηθή γλώζε) έρεη αλάγθε από έλα ινγηθνκαζεκαηηθό πιαίζην, 

έρεη επίζεο αλάγθε από απηό ην ινγηθνκαζεκαηηθό πιαίζην γηα λα αλαγλσξίζεη κηα 

βξηζηά (θνηλσληθή γλώζε) ζαλ ηέηνηα. Γηα λα αλαγλσξίζεη κηα βξηζηά, ην παηδί ζα 

πξέπεη λα κπνξεί λα ζέηεη δηαρσξηζκνύο κεηαμύ ηεο ιέμεο πνπ είλαη βξηζηά θαη ησλ 

ιέμεσλ πνπ είλαη ζσζηέο θαη γεληθά λα δηαρσξίδεη ηηο ιέμεηο κεηαμύ ηνπο. 

 

Η Πηαδεηηαλή ζεσξία ηνπ αξηζκνύ βξίζθεηαη ζε αληίζεζε κε ηε δηαδεδνκέλε ππόζεζε 

ζύκθσλα κε ηελ νπνία νη έλλνηεο ηνπ αξηζκνύ κπνξνύλ λα δηδαρζνύλ κε ηελ 

θνηλσληθή κεηαθνξά όπσο ε θνηλσληθή γλώζε θαη εηδηθόηεξα καζαίλνληαο ηνπο 

καζεηέο λα κεηξνύλ. Γηα ηνλ Piaget απηνί πνπ πηζηεύνπλ όηη νη έλλνηεο ηνπ αξηζκνύ 

πξέπεη λα δηδάζθνληαη κε ηελ θνηλσληθή κεηαθνξά δε θζάλνπλ ζην ζεκείν λα 

δηαθξίλνπλ ηελ νπζηώδε δηαθνξά πνπ ππάξρεη κεηαμύ ινγηθνκαζεκαηηθήο γλώζεο θαη 

θνηλσληθήο γλώζεο. Σηελ πεξίπησζε ηεο ινγηθνκαζεκαηηθήο γλώζεο ε πξώηε 

πξνέιεπζε ηεο γλώζεο είλαη ην ίδην ην παηδί. Οη ιέμεηο "έλα, δύν, ηξία,.." είλαη 

παξαδείγκαηα θνηλσληθήο γλώζεο. Κάζε γιώζζα δηαζέηεη έλα δηαθνξεηηθό ζύλνιν 

ιέμεσλ γηα λα κεηξάεη. Αιιά ε ζεκειηώδεο ηδέα ηνπ αξηζκνύ αλήθεη ζηε 

ινγηθνκαζεκαηηθή γλώζε ε νπνία είλαη παγθόζκηα. 

Η ζεώξεζε, ινηπόλ, ηνπ Piaget βξίζθεηαη ζε αληίζεζε κε ηηο αληηιήςεηο πνπ 

ππνζηεξίδνπλ όηη ππάξρεη έλαο "θόζκνο ησλ αξηζκώλ" κέζα ζηνλ νπνίν ζα πξέπεη λα 

εηζαρζεί θνηλσληθά θάζε παηδί. 

 

 

Καηαζθεπή κε απιή αθαίξεζε ή κε δηαινγηζηηθή αθαίξεζε 

 

Η νπηηθή γσλία ηνπ Piaget ζρεηηθά κε ηε ινγηθνκαζεκαηηθή θύζε ηνπ αξηζκνύ είλαη 

εληειώο αληίζεηε κε ηελ αληίιεςε πνπ ππνζηεξίδεη όηη νη καζεηέο καζαίλνπλ ηηο 

έλλνηεο ηνπ αξηζκνύ θάλνληαο αθαίξεζε ησλ ηδηνηήησλ ηνπ αξηζκνύ από δηαθνξεηηθά 

ζύλνια, όπσο γίλεηαη γηα ην ρξώκα θαη άιιεο θπζηθέο ηδηόηεηεο ησλ αληηθεηκέλσλ. 

Όπσο γηα παξάδεηγκα, αλ παξνπζηάζνπκε ζηα παηδηά ζύλνια κε ηξία ινπινύδηα, ηξία 

δώα, ηξία παηρλίδηα θαη ηέζζεξα ινπινύδηα θαη ηνπο δεηήζνπκε λα βξνύλε ηα ζύλνια 

ηα νπνία έρνπλ ηελ ίδηα ηδηόηεηα ηνπ αξηζκνύ. 

 

Γηα ηνλ Piaget ε αθαίξεζε πνπ νδεγεί ζην ρξώκα ησλ αληηθεηκέλσλ είλαη κηαο άιιεο 

θύζεο από ηελ αθαίξεζε πνπ νδεγεί ζηνλ αξηζκό. Φξεζηκνπνηεί επίζεο θαη 

δηαθνξεηηθνύο όξνπο γηα λα εθθξάζεη απηνύο ηνπο δπν δηαθνξεηηθνύο ηύπνπο 

αθαίξεζεο. ΄Δηζη ρξεζηκνπνηεί ηνλ όξν "απλή ή εμπειπική αθαίπεζη" γηα ηελ 

αθαίξεζε πνπ αλαθέξεηαη ζηηο ηδηόηεηεο ησλ αληηθεηκέλσλ θαη "διαλογιζηική 

αθαίπεζη" γηα ηελ αθαίξεζε πνπ αλαθέξεηαη ζηνλ αξηζκό.  

Σηελ απιή αθαίξεζε ην κόλν πνπ θάλεη ν καζεηήο είλαη όηη πξνζέρεη κηα 

ζπγθεθξηκέλε ηδηόηεηα ηνπ αληηθεηκέλνπ θαη αγλνεί ηηο άιιεο. 'Δηζη γηα παξάδεηγκα 



όηαλ ην παηδί θάλεη ηελ αθαίξεζε πνπ νδεγεί ζην ρξώκα ελόο αληηθεηκέλνπ, δελ 

παίξλεη ππόςε ηνπ ηηο άιιεο ηδηόηεηεο ηνπ αληηθεηκέλνπ όπσο ην ζρήκα, ην βάξνο ηνπ 

ή ην πιηθό από ην νπνίν είλαη θαηαζθεπαζκέλν. 

Η δηαινγηζηηθή αθαίξεζε, αληίζεηα, πεξηιακβάλεη ηελ θαηαζθεπή ησλ ζρέζεσλ 

κεηαμύ ησλ αληηθεηκέλσλ. Απηέο νη ζρέζεηο, όπσο είδακε θαη πξνεγνπκέλσο, δελ 

είλαη ππαξθηέο ζηελ εμσηεξηθή πξαγκαηηθόηεηα αιιά δηακνξθώλνληαη από ηνλ 

άλζξσπν πνπ ηηο δεκηνπξγεί κεηαμύ ησλ αληηθεηκέλσλ. 

 

Ο Piaget ππνζηεξίδεη επίζεο, όηη απηνί νη δύν ηύπνη αθαηξέζεσλ, γηα ην παηδί, δελ 

κπνξνύλ λα ππάξμνπλ ν έλαο ρσξίο ηνλ άιινλ. Θα ήηαλ αδύλαην παξαδείγκαηνο 

ράξηλ ην παηδί λα θαηαζθεπάζεη ηε ζρέζε ηνπ "δηαθνξεηηθνύ", αλ δελ κπνξνύζε λα 

παξαηεξήζεη ηηο δηαθνξεηηθέο ηδηόηεηεο ησλ αληηθεηκέλσλ. Δπίζεο, ε ζρέζε "δύν" δε 

ζα κπνξνύζε λα θαηαζθεπαζηεί αλ ην παηδί δε δηέθξηλε θαλέλα εμσηεξηθό ζηνηρείν 

πνπ λα ηνπ επηηξέπεη λα δηαρσξίζεη ηα δπν αληηθείκελα. 

Γηα ηελ πξαγκαηνπνίεζε ηεο απιήο αθαίξεζεο είλαη απαξαίηεην έλα 

ινγηθνκαζεκαηηθό πιαίζην πνπ είλαη θαηαζθεπαζκέλν κε ηε δηαινγηζηηθή αθαίξεζε, 

γηαηί ηα παηδηά δελ κπνξνύλ λα απνηππώλνπλ απηόκαηα ηα γεγνλόηα ηεο εμσηεξηθήο 

πξαγκαηηθόηεηαο, αλ θαζέλα από απηά κέλεη έλα απνκνλσκέλν θνκκάηη ηεο γλώζεο 

ρσξίο θακία νξγαλσκέλε ζρέζε κε ηελ ήδε ππάξρνπζα γλώζε. 

Γηα λα παξαηεξήζεη ην παηδί, γηα παξάδεηγκα, όηη κηα ράληξα είλαη κπιε έρεη αλάγθε 

από έλα ζρήκα ηαμηλόκεζεο γηα λα δηαρσξίζεη ην κπιε από όια ηα άιια ρξώκαηα. 

΄Δρεη αλάγθε επίζεο θαη από έλα άιιν ζρήκα γηα λα θάλεη ην δηαρσξηζκό κεηαμύ ηεο 

ράληξαο θαη όισλ ησλ άιισλ αληηθεηκέλσλ πνπ ήδε γλσξίδεη. 

 

Γηα ην παηδί από ην αηζζεζηνθηλεηηθό θαη ην πξν-ιεηηνπξγηθό ζηάδην ε δηαινγηζηηθή 

αθαίξεζε δελ κπνξεί λα ππάξμεη αλεμάξηεηε από ηελ απιή αθαίξεζε, εκθαλίδεηαη 

απηόλνκε πην αξγά. ΄Δηζη, γηα παξάδεηγκα, από ηε ζηηγκή πνπ ην παηδί ζα 

θαηαζθεπάζεη ηελ έλλνηα ηνπ αξηζκνύ ζα είλαη ηθαλό λα ρξεζηκνπνηεί ηνπο αξηζκνύο 

θαη λα θάλεη αξηζκεηηθέο πξάμεηο κε δηαινγηζηηθή αθαίξεζε. 

 

Η ρξεζηκνπνίεζε θαη ν δηαρσξηζκόο απηώλ ησλ δπν αθαηξέζεσλ γίλεηαη θαηά ηελ 

πεξίνδν πνπ ην παηδί εηζάγεηαη ζηηο έλλνηεο ηνπ αξηζκνύ θαη καζαίλεη ηνπο πξώηνπο 

κηθξνύο αξηζκνύο (κέρξη ην 10). Όηαλ ην παηδί πεξάζεη ζηνπο κεγάινπο αξηζκνύο 

είλαη θαλεξό όηη δελ κπνξεί λα καζαίλεη ηνπο αξηζκνύο κέρξη ην άπεηξν, 

ρξεζηκνπνηώληαο ζύλνια αληηθεηκέλσλ, νη αξηζκνί καζαίλνληαη ρξεζηκνπνηώληαο 

κόλν ηηο δηαινγηζηηθέο αθαηξέζεηο. 

 

Τν πείξακα ηνπ Piaget γηα ηε ‘δηαηήξεζε ηνπ αξηζκνύ’ 

 

Σε γεληθέο γξακκέο, ην πεξίθεκν πείξακα ηεο δηαηήξεζεο ηνπ αξηζκνύ ζπλίζηαηαη 

ζην λα ζέζνπκε ην παηδί κπξνζηά ζε δύν ζπιινγέο, γηα παξάδεηγκα, όπσο νη 

παξαθάησ ζπιινγέο από θόθθηλεο θαη κπιε ράληξεο: 

 
(êüêêéíåò ÷Üíôñåò)

(ìðëå ÷Üíôñåò)  
σήμα 3.1 
 



θαη, αθνύ ην νδεγήζνπκε λα δηαπηζηώζεη ηελ ηζνδπλακία ησλ δύν ζπιινγώλ, 

αξαηώλνπκε, γηα παξάδεηγκα, ηηο κπιε ράληξεο: 

 

 
 
σήμα 3.2 
 

θαη ξσηνύκε ην παηδί, κεηά ηε κεηαηξνπή, εάλ ππάξρεη αθόκε ηζνδπλακία κεηαμύ ησλ 

δύν ζπιινγώλ. Ο Piaget αλαθάιπςε όηη ηα παηδηά ζε κηα ειηθία αξθεηά 

πξνρσξεκέλε, ζρεδόλ 6-7 ρξόλσλ, απνηπραίλνπλ ζ΄απηό ην πείξακα. 

 

Απηήλ ηε ζεκαληηθή αλαθάιπςή ηνπ, ηεο κε δηαηήξεζεο ηνπ αξηζκνύ πξηλ από ηα 6 

ρξόληα, ηε ζπλδέεη κε κηα επηζηεκνινγηθή αξρή, ηελ νπνία ηνλίδεη από ηηο πξώηεο 

γξακκέο ηνπ βηβιίνπ "La genese du nombre chez l'enfant" (Piaget & Szeminska, 

1941): 

Κάζε γλώζε, είηε είλαη επηζηεκνληθή είηε πξνέξρεηαη από θνηλέο έλλνηεο, 

πξνϋπνζέηεη έλα άκεζν ή έκκεζν ζύζηεκα, ησλ αξρώλ ηεο δηαηήξεζεο. 

 

Σην έξγν απηό νη Piaget & Szeminska αλαθέξνπλ κηα ζεηξά από πεηξάκαηα πνπ 

πξαγκαηνπνίεζαλ γηα λα εμεηάζνπλ ηε "διαηήπηζη ηος απιθμού" ζηα παηδηά, 

δειαδή ηελ θαηαλόεζε ηεο πιεζηθήο έθθξαζεο ηνπ αξηζκνύ. Σηα πεηξάκαηα απηά κε 

αζπλερείο πνζόηεηεο πξνθιήζεθε ε αληηζηνίρηζε κεηαμύ κπνπθαιηώλ θαη πνηεξηώλ, 

ινπινπδηώλ θαη βάδσλ, ρξεκάησλ θαη εκπνξεπκάησλ θιπ. 

 

 

Η θαηαζθεπή ηνπ αξηζκνύ σο ζύλζεζε ηεο δηάηαμεο θαη ηεο πιεζηθόηεηαο  

 

Ο Piaget ζπκπεξαίλεη όηη γηα κηα πξαγκαηηθή θαηαλόεζε θαη εθαξκνγή ησλ θπζηθώλ 

αξηζκώλ ρξεηάδεηαη κηα εθηίκεζε ηαπηόρξνλα ηεο δηαηαθηηθήο θαη πιεζηθήο 

έθθξαζεο, καδί κε ηελ απαξαίηεηε ζρέζε κεηαμύ απηώλ ησλ δύν. Θεσξεί όηη απηό 

απνθηηέηαη ηνλ ίδην ρξόλν κε ηελ αλάπηπμε πνιιώλ άιισλ ινγηθώλ ιεηηνπξγηώλ, ζε 

γεληθέο γξακκέο γύξσ ζηα 6 κε 8 ρξόληα γηα ην κέζν όξν ησλ παηδηώλ. 

 

Σύκθσλα κε ηελ Πηαδεηηαλή ζεσξία ν αξηζκόο κπνξεί λα δηακνξθσζεί ζην παηδί από 

ηε ζύλζεζε δύν ζπζηεκάησλ: ηνπ ζπζηήκαηνο ηεο δηάηαμεο θαη ηνπ ζπζηήκαηνο ηνπ 

εγθιεηζκνύ ησλ ηάμεσλ. 

 



 
 

σήμα 3.5. Ο απιθμόρ είναι η λειηοςπγική άπθπωζη ηων ζςζηημάηων εγκλειζμού 

ηων ηάξεων και διάηαξηρ.  
 

Λέεη, ινηπόλ, ν ίδηνο ν Piaget ζηελ εηζαγσγή ηνπ βηβιίνπ ηνπ (J. Piaget - A. 

Szeminska,1941):  

 

"Δελ αξθεί θαζόινπ ζηα κηθξά παηδηά λα μέξνπλ λα κεηξνύλ πξνθνξηθά "έλα, δύν, ηξία, 

θιπ" γηα λα πνύκε όηη θαηέρνπλ ηελ έλλνηα ηνπ αξηζκνύ. ΄Ελα άηνκν ησλ 5 ρξόλσλ, γηα 

παξάδεηγκα, κπνξεί λα είλαη ηθαλό λα απαξηζκεί πνιύ θαιά ηα ζηνηρεία κηαο ζεηξάο 

από 5 ράληξεο, αλ όκσο δηαρσξίζνπκε ηηο 5 ράληξεο ζε δπν ζπιινγέο ησλ 2 θαη ησλ 3 

ζηνηρείσλ κπνξεί λα ζθεθηεί όηη ε έλσζε απηώλ ησλ δπν ππνζπιινγώλ δελ ηζνδπλακεί 

κε ηελ αξρηθή ζπλνιηθή ζπιινγή. Ο αξηζκόο βαζίδεηαη ζε κηα ιεηηνπξγηθή δνκή ηνπ 

ζπλόινπ θαη όηαλ ιείπεη απηή δελ ππάξρεη αθόκε δηαηήξεζε ηνπ αξηζκνύ ζπλνιηθά πνπ 

λα είλαη αλεμάξηεηε ηεο ζρεκαηηθήο ηνπ παξνπζίαζεο. ... Σε ηη ζπλίζηαηαη, ινηπόλ, απηή 

ε ιεηηνπξγηθή δνκή ηεο ζεηξάο ησλ αθεξαίσλ 1, 2, 3, ... ; Τν θύξην απνηέιεζκα ζην 

νπνίν νδεγεζήθακε είλαη όηη απηή ε δνκή δεκηνπξγείηαη από ηε ζύλζεζε, ζ'έλα 

κνλαδηθό ζύζηεκα, ησλ δπν πην απιώλ δνκώλ, νη νπνίεο είλαη ε "νκαδνπνίεζε" ηνπ 

εγθιεηζκνύ ησλ ηάμεσλ θαη απηή ηεο ζεηξνζέηεζεο ή ησλ ζρέζεσλ ηεο δηάηαμεο. Δελ 

ππάξρεη, ινηπόλ, θαηαζθεπή ηνπ πιεζηθνύ αξηζκνύ μερσξηζηά θαη ηνπ δηαηαθηηθνύ 

αξηζκνύ μερσξηζηά, αιιά θαη νη δύν καδί δηακνξθώλνληαη κε αδηαρώξηζην ηξόπν από 

ηε ζπλέλσζε ησλ ηάμεσλ θαη ησλ ζρέζεσλ ηεο δηάηαμεο." 

 

 

 

Η πιεζηθόηεηα θαη ε απαξίζκεζε      

  

Οη έλλνηεο ηεο πιεζηθόηεηαο (numerosity) θαη ηεο απαξίζκεζεο είλαη ζεκαληηθέο θαη 

ζπκβάινπλ ζηε δεκηνπξγία θαη αλάπηπμε ηεο έλλνηαο ηνπ αξηζκνύ, ησλ πξάμεσλ θαη 

γεληθά ησλ πξώησλ αξηζκεηηθώλ ελλνηώλ ζην παηδί.  

Η έλλνηα ηεο πιεζηθόηεηαο (numerosity) ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα δείμεη ηνλ αξηζκό 

ησλ αληηθεηκέλσλ ζ‟ έλα ζύλνιν. Όπσο δειώλεη θαη ν Butterworth (2005, ζει. 3), ν 

όξνο πιεζηθόηεηα (numerosity) ρξεζηκνπνηείηαη ζην θείκελό ηνπ σο ην γλσζηηθό 

νκόινγν ηνπ όξνπ πιεζάξηζκνο (cardinality), πνπ ρξεζηκνπνηείηαη ζηα καζεκαηηθά 

θαη ηελ ινγηθή.   

Υπό ζπδήηεζε είλαη ην εξώηεκα ζρεηηθά κε ηνλ εάλ ε θαηαλόεζε ηεο ζεκαζίαο 

ηεο πιεζηθόηεηαο από ην παηδί νθείιεηαη ζε κηα ζπγθεθξηκέλε έκθπηε ηθαλόηεηα γηα 



ηηο πιεζηθόηεηεο ή νθείιεηαη ζε κηα γεληθή ηθαλόηεηα γηα ηελ αληηκεηώπηζε θαη ηελ 

επαηζζεζία ησλ πνζνηήησλ (Butterworth, 2005). Γηα ην ζπγθεθξηκέλν ζέκα ηα 

πεξηζζόηεξα ζηνηρεία ηα αληινύκε από ηνπο αλζξώπνπο πνπ εκθαλίδνπλ έλα 

επηιεθηηθό έιιεηκκα ζηελ ηθαλόηεηα ηεο πιεζηθόηεηαο, ην νπνίν θαη ηνπο επεξεάδεη 

γεληθόηεξα ζηε κάζεζε ηεο αξηζκεηηθήο. Απηή ε θαηάζηαζε είλαη ε δπζαξηζκεζία.    

Με ηελ έλλνηα ηεο πιεζηθόηεηαο θαη ηε ιεηηνπξγία ηεο αξίζκεζεο κπνξνύκε λα 

βξνύκε ην πιήζνο ησλ ζηνηρείσλ ελόο ζπλόινπ θαη λα πξνζδηνξίζνπκε ηνλ αξηζκό. 

Από ηελ πιεπξά ηεο αλζξώπηλεο ζπκπεξηθνξάο είλαη ζεκαληηθέο ε πιεζηθόηεηα θαη ε 

απαξίζκεζε, νη νπνίεο ζπλδένληαη ζηα καζεκαηηθά κε ηηο έλλνηεο ηνπ πιεζάξηζκνπ 

θαη ηνπ ζπλόινπ.  

Οη ηέζζεξηο πξάμεηο ηεο αξηζκεηηθήο (πξόζζεζε, αθαίξεζε, πνιιαπιαζηαζκόο θαη 

δηαίξεζε) κπνξνύλ λα νξηζηνύλ κε βάζε ηηο πξάμεηο ζηα ζύλνια θαη ηνπο 

πιεζαξίζκνπο ηνπο. Γηα παξάδεηγκα, ε πξόζζεζε 3+4 είλαη πξόζζεζε δύν 

πιεζαξίζκσλ μέλσλ ζπλόισλ κε 3 θαη 4 ζηνηρεία αληίζηνηρα. Η πξόζζεζε νξίδεηαη κε 

ηελ έλσζε δύν ή πεξηζζόηεξσλ μέλσλ ζπλόισλ. Παξόκνηα θαη νη άιιεο πξάμεηο, 

αθαίξεζε, πνιιαπιαζηαζκόο θαη δηαίξεζε νξίδνληαη κε ηηο πξάμεηο ησλ ζπλόισλ (π.ρ. 

βιέπε Φ. Λεκνλίδεο, 2000).  

Τα ζύλνια θαη νη πιεζάξηζκνη απνηεινύλ θνηλό ζεκείν θαη ζεκείν επηθνηλσλίαο 

ησλ καζεκαηηθώλ κε ηελ πξαγκαηηθόηεηα, ηελ θαζεκεξηλή δσή θαη, θαη‟ επέθηαζε, 

ηελ αλζξώπηλε ζπκπεξηθνξά. Τα ζύλνια ζρεηίδνληαη κε ηελ πξαγκαηηθόηεηα, θαζώο 

αληηζηνηρνύλ ζε ζπιινγέο αληηθεηκέλσλ κε ηα πιήζε ηνπο, ελώ ε πιεζηθόηεηα 

ζρεηίδεηαη κε ηελ απαξίζκεζε σο αλζξώπηλε ζπκπεξηθνξά. Έηζη, γηα παξάδεηγκα, ην 

πξόβιεκα «Πόζα είλαη καδί 3 θόθθηλα θαη 4 θίηξηλα ηξηαληάθπιια;», πνπ είλαη κηα 

θαηάζηαζε ηεο πξαγκαηηθόηεηαο, γηα ηα καζεκαηηθά είλαη ε έλσζε ησλ δύν ζπλόισλ 

θαη ην άζξνηζκα ησλ πιεζαξίζκσλ ηνπο 3 θαη 4. Γηα ηελ αλζξώπηλε ζπκπεξηθνξά 

αληηζηνηρεί ζηελ απαξίζκεζε ηνπ ζπλόινπ ησλ 3 θόθθηλσλ, ηνπ ζπλόινπ ησλ 4 

θίηξηλσλ θαη ηεο άζξνηζεο ησλ δύν πιεζηθνηήησλ. 

Τν παηδί από ηα πξώηα ρξόληα ηεο δσήο ηνπ, όπσο ζα δνύκε παξαθάησ, δηαζέηεη 

ηνπο κεραληζκνύο γηα λα εθηηκά θαη λα αξηζκεί ηηο πνζόηεηεο. Σηε ζπλέρεηα, κε βάζε 

ηελ πιεζηθόηεηα θαη ηελ απαξίζκεζε, κπνξεί λα πξνζεγγίδεη ηνπο αξηζκνύο. 

Πξαγκαηνπνηεί ιεηηνπξγίεο όπσο: βάδσ καδί θαη γίλνληαη πνιιά, βγάδσ, κεηξώ κε 

κνλάδα κεγαιύηεξε ηνπ 1, π.ρ., 5, 10, 15, κνηξάδσ ζε ίζα κέξε, νη νπνίεο απνηεινύλ 

άηππεο ζηξαηεγηθέο θαη ηελ αξρή ησλ πξάμεσλ ηεο πξόζζεζεο, ηεο αθαίξεζεο, ηνπ 

πνιιαπιαζηαζκνύ θαη ηεο δηαίξεζεο αληίζηνηρα. Σην λεπηαγσγείν δηδάζθνληαη νη 

πξώηνη αξηζκνί κε βάζε ηελ απαξίζκεζε θαη ηελ πιεζηθόηεηα, θαζώο θαη ιεηηνπξγίεο 

πξόζζεζεο, αθαίξεζεο θαη κνηξαζηάο ζε κηθξά ζύλνια, όπσο βάδσ ή βγάδσ έλα, 

κνηξάδσ ίζα.  

Σηελ Α΄ ηάμε, κε βάζε ην ειιεληθό Πξόγξακκα Σπνπδώλ, δηδάζθνληαη νη πξάμεηο 

ηεο πξόζζεζεο θαη αθαίξεζεο κε αξηζκνύο κέρξη ην 20 κε λνεξό ηξόπν, ρσξίο ηνπο 

γξαπηνύο αιγόξηζκνπο. Σηελ Β΄ θαη Γ΄ ηάμε δηδάζθνληαη ηα κνλνςήθηα γηλόκελα ηνπ 

πνιιαπιαζηαζκνύ (πξνπαίδεηα) θαη νη αληίζηνηρεο λνεξέο δηαηξέζεηο. Σην επίπεδν 

απηό, επίζεο, αξρίδεη ε δηδαζθαιία ησλ θιαζκάησλ θαη ησλ δεθαδηθώλ αξηζκώλ. 

Ννεξέο πξνζζέζεηο θαη αθαηξέζεηο κε κεγάινπο αξηζκνύο πξαγκαηνπνηνύληαη κεηά 

από ηε Γ΄ θαη Γ΄ ηάμε. Ννεξνί πνιιαπιαζηαζκνί θαη δηαηξέζεηο κε κεγάινπο 

αξηζκνύο πξαγκαηνπνηνύληαη επίζεο κεηά ηελ Γ΄ ηάμε. Οη λνεξέο πξάμεηο κε ξεηνύο 

αξηζκνύο (θιάζκαηα, δεθαδηθνύο θαη πνζνζηά) πξαγκαηνπνηνύληαη ζηηο κεγάιεο 

ηάμεηο ηνπ Γεκνηηθνύ Σρνιείνπ θαη ηηο πξώηεο ηάμεηο ηνπ Γπκλαζίνπ. 

Η έλλνηα ηεο πιεζηθόηεηαο, ε νπνία όπσο είδακε πξνεγνπκέλσο έρεη ζεκειηώδε 

ζεκαζία γηα ηνλ ζρεκαηηζκό ησλ πξώησλ αξηζκεηηθώλ ελλνηώλ, παξνπζηάδεηαη από 

ηνπο πξώηνπο κήλεο ηεο δσήο ηνπ αλζξώπνπ. Πνιιά πεηξάκαηα πξαγκαηνπνηήζεθαλ 



ζε βξέθε, γηα λα εμεηάζνπλ ηελ ηθαλόηεηα ηνπο λα δηαθξίλνπλ ηα ζηνηρεία ελόο 

ζπλόινπ. Τα βξέθε από ηελ ειηθία ησλ ηεζζάξσλ κελώλ, ίζσο θαη λσξίηεξα, είλαη ζε 

ζέζε λα δηαθξίλνπλ ην έλα αληηθείκελν από ηα δύν θαη ηα δύν από ηα ηξία (Starkey & 

Cooper, 1980; Antell & Keating, 1983; Starkey, Spelke & Gelman, 1990). Πξώηνη νη 

Starkey & Cooper (1980) έδεημαλ όηη βξέθε 4-6 κελώλ ήηαλ επαίζζεηα ζηελ 

πιεζηθόηεηα κηαο ζεηξάο καύξεο ηειείεο. Φξεζηκνπνίεζαλ ην πείξακα “εμνηθείσζε – 

κε εμνηθείσζε”, ζύκθσλα κε ην νπνίν ηα βξέθε θνηηάδνπλ πεξηζζόηεξν ηα λέα 

πξάγκαηα ζην νπηηθό ηνπο πεδίν. Η επαλάιεςε ηνπ ίδηνπ πξάγκαηνο θάλεη ηα βξέθε 

λα ην ζπλεζίδνπλ θαη λα ράλνπλ ην ελδηαθέξνλ ηνπο (εμνηθείσζε), ελώ κε έλα λέν 

αληηθείκελν επαλαθέξνπλ ην ελδηαθέξνλ ηνπο (κε εμνηθείσζε). Σε απηήλ ηελ έξεπλα, 

θάζε θνξά πνπ νη  Starkey & Cooper άιιαδαλ ηνλ αξηζκό ησλ θνπθίδσλ, ηα βξέθε 

έδεηρλαλ κε εμνηθείσζε ζ‟ έλαλ αξηζκό θνπθίδσλ έσο ην ηέζζεξα.  

Η θαηνρή ηεο έλλνηαο ηεο πιεζηθόηεηαο ζεκαίλεη επίζεο ηελ ηθαλόηεηα 

εληνπηζκνύ κηαο αιιαγήο ζην πιήζνο ελόο ζπλόινπ, όηαλ πξνζηίζεληαη ή 

αθαηξνύληαη θαηλνύξγηα ζηνηρεία. Δίλαη, δειαδή, νη ηθαλόηεηεο πνπ απαηηνύληαη γηα 

ηηο αξηζκεηηθέο πξάμεηο πξόζζεζεο θαη ηεο αθαίξεζεο. Ο Wynn (1992), θάλνληαο 

ρξήζε ηνπ γεγνλόηνο όηη ηα βξέθε θνηηνύλ πεξηζζόηεξν ό,ηη παξαβηάδεη ηηο 

πξνζδνθίεο ηνπο, έδεημε όηη βξέθε 4-6 κελώλ είλαη ηθαλά λα εληνπίδνπλ απηήλ ηελ 

αιιαγή ηεο πξόζζεζεο ή ηεο αθαίξεζεο ζηελ πιεζηθόηεηα.   

 

 

Η πξνθνξηθή αξίζκεζε 

 

 

Η θαηακέηξεζε ή απαξίζκεζε είλαη έλα από ηα ζηνηρεία ηνπ αλζξώπηλνπ 

πνιηηηζκνύ πνπ εκθαλίδνληαη από ηα πξώηα θαη είλαη από ηα πην ζεκαληηθά ζηνηρεία 

ηεο αίζζεζεο ηνπ αξηζκνύ ζην παηδί. Η απαξίζκεζε ή θαηακέηξεζε ηνπ πιήζνπο ησλ 

ζηνηρείσλ ελόο ζπλόινπ δηαθξηηώλ αληηθεηκέλσλ απαηηεί ηελ αληηζηνίρηζε έλα πξνο 

έλα θάζε αξηζκνιέμεο κε έλα αληηθείκελν. Δπνκέλσο, γηα ηελ εθηέιεζε ηεο 

απαξίζκεζεο είλαη απαξαίηεηε γλώζε ηεο πποθοπικήρ ακολοςθίαρ ησλ θπζηθώλ 

αξηζκώλ (1, 2, 3, …). Απηή ε ηθαλόηεηα ηεο πξνθνξηθήο αξίζκεζεο, πνπ έρεη 

ραξαθηήξα γισζζηθό, εκθαλίδεηαη από πνιύ λσξίο -ζρεδόλ κε ηελ εκθάληζε ηεο 

νκηιίαο- ζην παηδί θαη εμειίζζεηαη γηα κεγάιν ρξνληθό δηάζηεκα. Έξεπλεο (Fuson & 

Hall, 1983; Fuson, Richard & Briars, 1982) βξίζθνπλ όηη ε ηθαλόηεηα ηεο πξνθνξηθήο 

αξίζκεζεο μεθηλάεη από ηελ ειηθία ησλ δύν ρξόλσλ θαη ζην ηέινο ηεο Α΄ ηάμεο ή ηελ 

αξρή ηεο Β΄ ηάμεο ηα παηδηά θηάλνπλ λα κεηξνύλ ζρεδόλ κέρξη ην 100. Γηα κηα 

ιεπηνκεξή παξνπζίαζε ηεο αλάπηπμεο ηεο πξνθνξηθήο αξίζκεζεο ζην παηδί βιέπε Φ. 

Λεκνλίδεο (1994, ζει. 27-41).        

 

 

'Οπσο γλσξίδνπκε, ην ζύλνιν ησλ θπζηθώλ αξηζκώλ απνηειείηαη από κηα αθνινπζία 

αξηζκώλ πνπ έρεη άπεηξα ζηνηρεία. Δάλ γηα θάζε θπζηθό αξηζκό είρακε έλα ηδηαίηεξν 

όλνκα, άζρεην κε ηα νλόκαηα όισλ ησλ άιισλ, ζα έπξεπε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε 

άπεηξεο ιέμεηο γηα λα ηνπο νλνκάζνπκε θαη ζα ήηαλ αδύλαην βέβαηα λα 

ζπγθξαηήζνπκε ζηε κλήκε καο ηόζα πνιιά νλόκαηα. Αλαγθάζηεθαλ ινηπόλ νη 

άλζξσπνη λα βξνπλ θάπνην ηξόπν, ώζηε ζπλδπάδνληαο νξηζκέλεο ειάρηζηεο ιέμεηο 

δηαθνξεηηθέο κεηαμύ ηνπο λα είλαη ζε ζέζε λα νλνκάζνπλ νπνηνλδήπνηε αξηζκό. Ο 

ηξόπνο απηόο, κε ηνλ νπνίν νη θπζηθνί αξηζκνί νλνκάδνληαη κε θάπνηεο 

ζπγθεθξηκέλεο ιέμεηο, ιέγεηαη πποθοπική απίθμηζη. 
 
    Μπνξνύκε λα παξαηεξήζνπκε κεξηθέο ηδηαηηεξόηεηεο σο πξνο ηελ θαλνληθόηεηα 



ηεο γισζζηθήο έθθξαζεο ησλ αξηζκώλ, κέρξη ην ρίιηα, ζηελ Διιεληθή γιώζζα: 

 

- Σηελ πξώηε δεθάδα νη αξηζκνί έλδεθα θαη δώδεθα δελ παξνπζηάδνπλ γισζζηθή 

θαλνληθόηεηα θαη κνηάδνπλ απζαίξεηνη ζε ζρέζε κε ηνλ ηξόπν ζρεκαηηζκνύ ησλ 

ππνινίπσλ (δεθαηξία, δεθαηέζζεξα, ..., δεθαελλέα). Σε ζρέζε κ'απηήλ ηελ 

θαλνληθόηεηα ζα έπξεπε λα ήηαλ δεθαέλα θαη δεθαδύν. 

Σε άιιεο γιώζζεο ππάξρνπλ επίζεο ηέηνηεο κε θαλνληθόηεηεο. γηα παξάδεηγκα, ζηελ 

Αγγιηθή γιώζζα ζπλαληνύκε ζηελ πξώηε δεθάδα, όπσο θαη ζηε δηθή καο γιώζζα, 

ηνπο δύν απζαίξεηνπο αξηζκνύο eleven θαη twelve, αιιά επίζεο θαη ηνπο κε 

θαλνληθνύο γισζζηθά αξηζκνύο κε ηελ θαηάιεμε teen, thirteen θαη fifteen αληί γηα 

threeteen θαη fiveteen. 

 

- Οη ιέμεηο ησλ αξηζκώλ ησλ δεθάδσλ δελ εθθξάδνληαη κε κηα θαλνληθόηεηα όπσο: 

δύν δέθα, ηξία δέθα, ηέζζεξα δέθα, ..., ελλέα δέθα αληί γηα είθνζη, ηξηάληα ζαξάληα, 

..., ελελήληα. Σ'απηνύο ηνπο αξηζκνύο ην είθνζη δε κνηάδεη κε ηνπο ππόινηπνπο πνπ 

έρνπλ θαηάιεμε  -νηα (ηξηάνηα, ζαξάνηα, ..., ελελήνηα). Αιιά θαη από απηνύο ηνπο 

αξηζκνύο πνπ θαηαιήγνπλ ζε -νηα άιινη θαηαιήγνπλ ζε -άνηα (ηξηάνηα, ζαξάνηα) 

θαη άιινη ζε  -ήνηα (πελήνηα, εμήνηα, εβδνκήνηα θαη ελελήνηα). 

Τν ζέκα ησλ ιέμεσλ επίζεο δε ζρεκαηίδεηαη θαλνληθά ζε όινπο απηνύο ηνπο 

αξηζκνύο, κε ηε ρξήζε ησλ ιέμεσλ ησλ κνλάδσλ. γηα παξάδεηγκα ιέκε ζαξάληα θαη 

όρη ηεζζεξάληα. 

 

- Οη ιέμεηο πνπ εθθξάδνπλ ηηο εθαηνληάδεο, δηαθόζηα, ηξηαθόζηα, ηεηξαθόζηα, ..., 

ελληαθόζηα δε ζρεκαηίδνληαη κε κηα θαλνληθόηεηα όπσο: δύν εθαηό, ηξία εθαηό, 

ηέζζεξα εθαηό, ..., ελληά εθαηό. Απηνί νη αξηζκνί, ινηπόλ, ζρεκαηίδνληαη κε ηε ξίδα 

ησλ ιέμεσλ ησλ αξηζκώλ ησλ κνλάδσλ, δύν, ηξία, ηέζζεξα, ..., ελληά θαη ηελ 

θαηάιεμε -κόζια. 

Σε ζρέζε κε ηε ξίδα επίζεο, ε ιέμε ηνπ αξηζκνύ ηεηξαθόζηα παξνπζηάδεη κε 

θαλνληθόηεηα σο πξνο ηε ιέμε ηεζζεξαθόζηα.  

 

Αλ κειεηήζνπκε, όπσο ην έθαλαλ νη Siegler & Robinson (1982), ηα ζεκεία πνπ 

ζηακαηνύλ ηα παηδηά όηαλ απαγγέιινπλ ηελ αθνινπζία ησλ αξηζκώλ, παξαηεξνύκε 

όηη, όηαλ ε αξίζκεζε ζηακαηά κέζα ζην κέξνο πνπ είλαη κηθξόηεξν από 20, απηά 

πξνθαλώο δε δηαζέηνπλ ην (γισζζηθό) θαλόλα ηνπ ζρεκαηηζκνύ ησλ δεθάδσλ. 'Οηαλ 

ε αξίζκεζε θηάλεη κέρξη ην 99, ν θαλόλαο απηόο θαίλεηαη λα ειέγρεηαη: αλ δώζνπκε 

ζην παηδί έλαλ αξηζκό κε δύν ςεθία πνπ ηειεηώλεη ζε 1 (21,71...) ζα ζπκπιεξώζεη 

ηελ αθνινπζία κέρξη ην 9 (29,79...), αιιά ζα ζπλαληήζεη δπζθνιίεο όηαλ ζα πξέπεη 

λα αιιάμεη δεθάδα. Απηό είλαη έλα πνιύ γεληθό θαηλόκελν πνπ ην ζπλαληνύκε επίζεο 

ζπζηεκαηηθά ζηνπο ελήιηθεο όηαλ κεηαρεηξίδνληαη αξηζκνύο ζε βάζεηο δηαθνξεηηθέο 

ηνπ δέθα. 

 

    Τα παηδηά ηεο πξώηεο δεκνηηθνύ δελ κπνξνύκε λα πνύκε όηη ρξεζηκνπνηνύλ ηελ 

πξνθνξηθή αθνινπζία ησλ αξηζκώλ από ην 0 κέρξη ην 100 ρσξίο πξνβιήκαηα. 

Αξθεηέο έξεπλεο δείρλνπλ όηη ζ΄απηή ηελ ειηθία ππάξρνπλ ζνβαξέο δπζθνιίεο 

ελζσκάησζεο ηεο αξηζκεηηθήο αθνινπζίαο ζηε κλήκε. Σην επίπεδν απηό δελ 

αθνινπζνύληαη νη απινί θαλόλεο ηεο επαλάιεςεο θαη ηεο δηαδνρήο. Δπηπιένλ, νη 

αξηζκνί νη κηθξόηεξνη ηνπ 40 θαίλεηαη λα ρξεζηκνπνηνύληαη δηαθνξεηηθά θαη 

θαιύηεξα από ηνπο κεγαιύηεξνπο ηνπ 40. 

    Η νπζηαζηηθή κάζεζε ηεο πξνθνξηθήο αξηζκεηηθήο αθνινπζίαο ζπλερίδεηαη γηα 

πνιύ αθόκε θαη κεηά πνπ ην παηδί είλαη ηθαλό λα παξάγεη ζσζηά ηηο ιέμεηο-αξηζκνύο. 



Απηή ε ζπλερήο ιεηηνπξγηθή κάζεζε πνπ δηαξθεί ζρεδόλ από ηελ ειηθία ησλ 4  κέρξη 

8 ρξόλσλ εθδειώλεηαη κε ηε δηαδνρηθή εκθάληζε λέσλ ηθαλνηήησλ.  

Οη Fuson θαη άιινη (1982) νξγαλώλνπλ απηέο ηηο ηθαλόηεηεο θαη πξνζδηνξίδνπλ πέληε 

επίπεδα αλάπηπμεο ηεο ιεηηνπξγηθήο θάζεο ηεο πξνθνξηθήο αξηζκεηηθήο αθνινπζίαο. 

Τα πέληε απηά επίπεδα είλαη:  

 

α) ην επίπεδν ηηρ αλςζίδαρ, όπνπ νη ιέμεηο-αξηζκνί ιεηηνπξγνύλ ζαλ έλα ζπκπαγέο 

θαη αδηαρώξηζην όιν, 

β) ην επίπεδν ηηρ αδιαίπεηηρ αλςζίδαρ, όπνπ νη ιέμεηο είλαη δηαρσξηζκέλεο αιιά ε 

αθνινπζία απαγγέιιεηαη κόλν ζε επζεία θαηεύζπλζε θαη κπνξεί λα παξάγεηαη κόλν 

αξρίδνληαο από ηελ αξρή, 

γ) ην επίπεδν ηηρ διαζπαζμένηρ αλςζίδαρ, όπνπ κπνξεί λα παξάγνληαη θνκκάηηα 

ηεο πξνθνξηθήο αθνινπζίαο αξρίδνληαο από νπνηνδήπνηε ζηνηρείν, αληί λα γίλεηαη ε 

αξρή πάληνηε από ην πξώην ζηνηρείν, 

δ) ην επίπεδν ηηρ απιθμήζιμηρ αλςζίδαρ, όπνπ νη ιέμεηο-αξηζκνί γίλνληαη αθόκε πην 

αθεξεκέλεο θαη απνηεινύλ κνλάδεο κε ηελ αξηζκεηηθή έλλνηα, θαη έηζη θνκκάηηα ηεο 

πξνθνξηθήο αθνινπζίαο κπνξνύλ λα αλαπαξηζηνύλ κηα αξηζκεηηθή θαηάζηαζε θαη 

κπνξεί λα αξηζκνύληαη ή λα αληηζηνηρνύληαη, θαη 

ε) ην επίπεδν ηηρ διπλήρ καηεύθςνζηρ, όπνπ ε πξνθνξηθή αθνινπζία κπνξεί λα 

παξάγεηαη εύθνια θαη πξνο ηηο δύν θαηεπζύλζεηο. 

 

    Απηά ηα δηαθνξεηηθά επίπεδα ραξαθηεξίδνληαη από κηα αύμνπζα ζεηξά 

ηθαλνηήησλ. Έηζη ν καζεηήο γίλεηαη πξννδεπηηθά ηθαλόο: λα αξρίδεη θαη λα ζηακαηάεη 

ηελ αξίζκεζε ζε νπνηαδήπνηε ιέμε-αξηζκό ηεο αθνινπζίαο, λα αξηζκεί πξνο ηα πάλσ 

γηα έλα δεδνκέλν πιήζνο από ιέμεηο-αξηζκνύο, θαη λα αξηζκεί αληίζηξνθα αξρίδνληαο 

θαη ζηακαηώληαο ζε νπνηνδήπνηε αξηζκό ή λα αξηζκεί αληίζηξνθα γηα έλα δεδνκέλν 

πιήζνο ιέμεσλ-αξηζκώλ. Γηακέζνπ απηώλ ησλ επηπέδσλ, ινηπόλ, ην παηδί απμάλεη 

ηελ ηθαλόηεηά ηνπ ζην λα θαηαιαβαίλεη θαη λα παξάγεη ηηο ζρέζεηο ηεο δηάηαμεο ησλ 

ιέμεσλ-αξηζκώλ κέζα ζηελ αθνινπζία ησλ αξηζκώλ.   

 

 

Η θαηακέηξεζε ή απαξίζκεζε 

 

Η απαξίζκεζε ή θαηακέηξεζε απνηειεί ηελ πξώηε γέθπξα από ηελ έκθπηε 

ηθαλόηεηα ηνπ παηδηνύ γηα πιεζηθόηεηα ζε πην πξνρσξεκέλα καζεκαηηθά 

επηηεύγκαηα ηνπ πνιηηηζκνύ κέζα ζηνλ νπνίν γελλήζεθε. Μπνξεί, δειαδή, ην παηδί 

λα κεηξάεη ηα αληηθείκελα ελόο ζπλόινπ κε πεξηζζόηεξα ζηνηρεία θαη λα βξίζθεη ην 

πιήζνο ηνπο. Απηή ε ηθαλόηεηα ηεο απαξίζκεζεο, πνπ κπνξεί λα θαίλεηαη ζηνπο 

ελήιηθεο απιή θαη απηνλόεηε, αλαπηύζζεηαη ζην παηδί ζρεδόλ θαηά ηε δηάξθεηα 

ηεζζάξσλ ρξόλσλ, μεθηλάεη από ηελ ειηθία ησλ 2 ρξόλσλ θαη εμειίζζεηαη κέρξη ηα 6 

ρξόληα.  

 

Άκεζε εθηίκεζε (Subitizing) 

 

Πξώηνη νη Kaufman, Lord, Reese θαη Volkmann (1949) εηζήγαγαλ ην ξήκα 

"subitiser" (πνπ πξνέξρεηαη από ην ιαηηληθό επίζεην "subitus" πνπ ζεκαίλεη μαθληθόο, 

άκεζνο, ζηηγκηαίνο) θαη παξαηήξεζαλ όηη νη θξίζεηο γηα ηνλ αξηζκό ελόο πιήζνπο 

κπνξεί λα είλαη ζπγθξηηηθέο ή απόιπηεο. Απηνί ελδηαθέξζεθαλ γηα ηηο απόιπηεο 

θξίζεηο.  

 



'Οινη γλσξίδνπκε από ηελ εκπεηξία καο όηη ππάξρνπλ ηνπιάρηζηνλ δύν ηύπνη πνιύ 

γξήγνξσλ απόιπησλ θξίζεσλ: απηέο πνπ είλαη γηα πνιύ κηθξέο ζπιινγέο θαη γηα ηηο 

νπνίεο ε θξίζε είλαη ζρεδόλ πάληνηε αθξηβήο θαη απηέο πνπ είλαη γηα αξθεηά κεγάιεο 

ζπιινγέο θαη γηα ηηο νπνίεο ε θξίζε είλαη ζρεδόλ πάληνηε ιάζνο (αθόκε θαη αλ είλαη 

ζρεδόλ ζσζηή). 

 

Με ηνλ όξν "άκεζε εθηίκεζε" νλνκάδνπκε ηε γξήγνξε, αθξηβή θαη ζίγνπξε 

εθηίκεζε ηνπ πιήζνπο κηαο ζπιινγήο, πνπ παξνπζηάδεηαη θαηά κηα πνιύ ζύληνκε 

ρξνληθή δηάξθεηα. Πξόθεηηαη γηα κηα νιηθή αληίιεςε κηαο πνζόηεηαο ρσξίο ηελ 

πξνζθπγή ζηελ απαξίζκεζε.  

 

Δπεηδή ε ηθαλόηεηα ηεο άκεζεο εθηίκεζεο εκθαλίδεηαη από πνιύ λσξίο ζηα παηδηά, 

εμεηάζηεθε από πνιινύο εξεπλεηέο ε ππόζεζε όηη απηή ε ηθαλόηεηα είλαη έκθπηε, όηη 

δειαδή ηελ έρεη ν άλζξσπνο σο θπζηθό ράξηζκα από ηε γέλλεζή ηνπ. 

Σ΄απηήλ ηελ θαηεύζπλζε νη Strauss θαη Curtis (1981) πξαγκαηνπνίεζαλ έξεπλεο ζε 

βξέθε γηα λα εμεηάζνπλ ηηο ηθαλόηεηεο πνπ δηέζεηαλ γηα ηνπο αξηζκνύο. Τα 

ζπκπεξάζκαηα απηώλ ησλ εξεπλώλ είλαη όηη ηα παηδηά έξρνληαη ζηνλ θόζκν 

δηαζέηνληαο κεξηθέο ηθαλόηεηεο θαη κεξηθνύο κεραληζκνύο πνπ ηνπο επηηξέπνπλ λα 

απνζπνύλ ηηο αξηζκεηηθέο πιεξνθνξίεο ηνπ πεξηβάιινληνο. Οη ηθαλόηεηεο απηέο 

όκσο πξνέξρνληαη από ηηο ππωηοαπιθμηηικέρ γλώζεηο πνπ απέρνπλ αξθεηά από ηηο 

κεηαγελέζηεξεο αξηζκεηηθέο γλώζεηο.  

Τειηθά, νη έξεπλεο έδεημαλ όηη, αλ θαη από πέληε κελώλ ηα βξέθε όηαλ ηνπο 

παξνπζηάδνληαη πνζόηεηεο κε αξηζκό αληηθεηκέλσλ κηθξόηεξν ηνπ ηέζζεξα ηηο 

μερσξίδνπλ, απηό γίλεηαη εληειώο αληηιεπηηθά. Δίλαη εληειώο απίζαλν λα μέξνπλ λα 

απαξηζκνύλ ή λα εθαξκόδνπλ θάπνηα ζηξαηεγηθή ηεο αξίζκεζεο. 

 

Δπνκέλσο, ν κεραληζκόο ηεο άκεζεο εθηίκεζεο δελ είλαη έκθπηνο. Δπίζεο, όπσο 

ζα δνύκε θαη ζηε ζπλέρεηα, ε εθηίκεζε ηνπ πιήζνπο κηαο ζπιινγήο αληηθεηκέλσλ 

απαηηεί θάζε θνξά ηελ έθζεζή ηνπο κπξνζηά ζην ππνθείκελν γηα έλα ζπγθεθξηκέλν 

ρξόλν. Πξάγκα πνπ ζεκαίλεη όηη δελ είλαη κηα δηαδηθαζία πνπ γίλεηαη απηόκαηα θαη 

δελ κπνξνύκε λα ηελ παξαβάιινπκε, γηα παξάδεηγκα, κε ηελ αληίιεςε ησλ 

ρξσκάησλ πνπ είλαη πνιύ πην γξήγνξε. 

 

Με ζθνπό λα εμεηάζνπλ αθελόο ηα πηζαλά ζηνηρεία πνπ ζπλζέηνπλ ηε δηαδηθαζία 

ηεο άκεζεο εθηίκεζεο θαη αθεηέξνπ ην αλ απηή ε δηαδηθαζία είλαη έλαο κεραληζκόο 

πνπ καζαίλεηαη θαη πθίζηαηαη κηα εμέιημε, νη Mandler & Shebo (1982) δηεμήγαγαλ 

κηα ζεηξά από έξεπλεο ζε ελήιηθεο. 

Σύκθσλα κ΄απηνύο ε άκεζε εθηίκεζε δελ είλαη ηίπνηα παξαπάλσ από ηελ 

αλαγλώξηζε ησλ κανονικών ανηιληπηικών πποηύπων, πνπ είλαη απνθηήκαηα πνπ 

ζρεηίδνληαη κε κεξηθέο νιηγάξηζκεο ζπιινγέο κε κηθξή ππθλόηεηα. 

Απηήλ ηε ζέζε ηε ζηεξίδνπλ κε πνιιά πεηξάκαηα. Βξίζθνπλ θαηαξρήλ όηη νη 

δηαδηθαζίεο πνπ ρξεζηκνπνηνύλ νη ελήιηθεο δηαθέξνπλ ζύκθσλα κε ην αλ έρνπλ λα 

εθηηκήζνπλ πνζόηεηεο κηθξόηεξεο ή κεγαιύηεξεο από 4. Γηα ηηο πνζόηεηεο ηηο 

κηθξόηεξεο ηνπ 4, δειαδή κε 1, 2 ή 3 ζηνηρεία, ν ρξόλνο εθηίκεζεο κέλεη ζρεδόλ 

ζηαζεξόο. Γηα πνζόηεηεο κεγαιύηεξεο ηνπ 4 ν ρξόλνο ηεο εθηίκεζεο κεηαβάιιεηαη 

αλάινγα κε ην κέγεζνο ηεο ζπιινγήο, πξάγκα πνπ ζεκαίλεη όηη ζηηο κεγάιεο 

ζπιινγέο πξαγκαηνπνηείηαη ε απαξίζκεζε.  

Γηαπηζηώζεθε επίζεο όηη νη ρξόλνη εθηίκεζεο ζηα "θαλνληθά" πξόηππα ήηαλ 

γεληθά πην κηθξνί απ΄όηη ήηαλ νη ρξόλνη κε ηπραίεο δηαηάμεηο ησλ ζηνηρείσλ. 

 



Οη Mandler θαη Shebo μαλαβξίζθνπλ έλα θαηλόκελν πνπ έρνπκε ήδε επηζεκάλεη: 

όηη δειαδή, ηα άηνκα ζε κηα πνιύ κηθξή δηάξθεηα παξνπζίαζεο (100 msec) δελ 

κπνξνύλ λα πξνζδηνξίζνπλ ηελ πνζόηεηα. Γελ πξόθεηηαη ινηπόλ γηα έλα κεραληζκό 

"ζηηγκηαίν", όπσο γίλεηαη γηα παξάδεηγκα κε ην ρξώκα. Τα απνηειέζκαηα πνπ 

βξέζεθαλ γηα ηνπο ελήιηθεο καο επηηξέπνπλ λα ζεσξήζνπκε όηη ε άκεζε εθηίκεζε 

αλαπηύζζεηαη όρη σο δηαδηθαζία, αιιά σο πξνο ηα "θαλνληθά" πξόηππα ζηα νπνία 

εθαξκόδεηαη.  

 

 

Η θαηακέηξεζε ή απαξίζκεζε 

 

Με ηνλ όξν απαπίθμηζη ή καηαμέηπηζη κηαο ζπιινγήο νληνηήησλ νλνκάδνπκε 

ηελ αληηζηνίρηζε έλα πξνο έλα ησλ αξηζκώλ-ιέμεσλ ηεο πξνθνξηθήο αθνινπζίαο ησλ 

θπζηθώλ αξηζκώλ Ν*=Ν-{0} κε ηα ζηνηρεία ηεο ζπιινγήο. Η ηειεπηαία αξηζκόο-ιέμε 

πνπ αληηζηνηρεί ζην ηειεπηαίν ζηνηρείν ηεο ζπιινγήο αλαπαξηζηά ην πιήζνο ή ηνλ 

πιεζάξηζκν ηεο ζπιινγήο. 

 

Η απαξίζκεζε είλαη κηα δξαζηεξηόηεηα ε νπνία δελ είλαη απιή θαη κνλνζήκαληε, 

αιιά κπνξεί λα αλαιπζεί ζε επηκέξνπο δξαζηεξηόηεηεο πνπ ηε ζπλζέηνπλ, όπσο:  

 

- Γηάθξηζε θαη "θαηάδεημε
1
" όισλ ησλ ζηνηρείσλ κηαο ζπιινγήο ην έλα κεηά ην 

άιιν. 

- Απόδνζε ελόο νλόκαηνο αξηζκνύ ζε θάζε δηαθξηηό ζηνηρείν ηεο ζπιινγήο έλα 

πξνο έλα. 

- Καιή γλώζε θαη ρξεζηκνπνίεζε ηεο ζηαζεξήο αθνινπζίαο ησλ νλνκάησλ ησλ 

αξηζκώλ θαη αληηζηνίρηζεο θάζε νλόκαηνο κε έλα δηαθνξεηηθό από ηα αληηθείκελα 

πξνο απαξίζκεζε. 

- Αλαγλώξηζε όηη ην ηειεπηαίν όλνκα από ηελ αθνινπζία πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε 

αλαπαξηζηά ηνλ πιεζάξηζκν ηεο ζπιινγήο. 

 

1 "Καηάδεημε" : δείρλσ ή αγγίδσ ηα ζηνηρεία πνπ απαξηζκώ 

γηα λα ηα δηαθξίλσ από απηά πνπ πξόθεηηαη λα απαξηζκεζνύλ. 

 

 

Οη Gelman and Gallistel (1978) πξνζδηόξηζαλ ηηο ηθαλόηεηεο, πνπ νλόκαζαλ 

αξρέο, νη νπνίεο απαηηνύληαη γηα λα είλαη θάπνηνο ηθαλόο λα απαξηζκεί. Οη πέληε 

απηέο αξρέο παξνπζηάδνληαη παξαθάησ κε έλα παξάδεηγκα, ζην νπνίν έλα παηδί 

θαιείηαη λα κεηξήζεη 6 απηνθηλεηάθηα.  

1) Πξέπεη λα μέξεη λα απαγγέιεη πξνθνξηθά από ην „έλα‟ κέρξη ην „έμη‟ ή θαη 

πεξηζζόηεξν θαη θάζε θνξά λα θξαηάεη ζηαζεξή ηε ζεηξά ησλ αξηζκνιέμεσλ 

(Αξρή ηεο ζηαζεξήο αθνινπζίαο).  

2) Σε θάζε απηνθηλεηάθη πξέπεη λα αληηζηνηρεί κηα θαη κόλν αξηζκνιέμε (Αξρή 

ηεο αληηζηνηρίαο έλα πξνο έλα).    

3) Η αξηζκνιέμε „έμη‟, πνπ αληηζηνηρεί ζην ηειεπηαίν απηνθηλεηάθη, δείρλεη ην 

ζπλνιηθό αξηζκό από ηα απηνθηλεηάθηα – ηνλ πιεζάξηζκν (Αξρή ηεο 

πιεζηθόηεηαο).    

4) Τν πόζα είλαη ηα απηνθηλεηάθηα δελ εμαξηάηαη από ην ρξώκα ηνπο, ην κέγεζόο 

ηνπο, ην αλ είλαη όκνηα, θηι. (Αξρή ηεο αθαίξεζεο).   

5) Μπνξνύκε λα απαξηζκήζνπκε ηα απηνθηλεηάθηα μεθηλώληαο από όπνην 

ζέινπκε, αξθεί λα ηα κεηξήζνπκε όια (Αξρή ηεο αλεμαξηεζίαο ηεο ζεηξάο).  



Γηα κηα ιεπηνκεξή παξνπζίαζε ηεο απαξίζκεζεο θαη ησλ αξρώλ ηεο βιέπε   Φ. 

Λεκνλίδεο (1994, ζει. 43-62).                     

 

Ο Butterworth (2005) πξνηείλεη έλαλ πίλαθα κε ηνπο ζεκαληηθόηεξνπο ζηαζκνύο ζηελ 

πξώηκε αλάπηπμε ηεο αξηζκεηηθήο, ηνλ νπνίν παξνπζηάδνπκε παξαθάησ:  

 
Ηιηθία  Οξόζεκα (Τππηθή έξεπλα) 
0;0 Μπνξεί λα δηαθξίλεη κε βάζε ηηο κηθξέο πιεζηθόηεηεο (Antell & 

Keating, 1983) 
0;4 Μπνξεί λα πξνζζέηεη θαη λα αθαηξεί έλα (Wynn, 1992) 
0;11 Γηαρσξίδεη ηηο αύμνπζεο από ηηο θζίλνπζεο αθνινπζίεο 

πιεζηθνηήησλ (Brannon, 2002)   
2;0 Αξρίδεη λα καζαίλεη αθνινπζίεο ιέμεσλ αξίζκεζεο (Fuson, 1992), 

κπνξεί λα θάλεη αληηζηνίρηζε έλα πξνο έλα ζ‟ έλα έξγν κνηξαζηάο 

(Potter & Levy, 1968)  
2;6 Αλαγλσξίδεη όηη νη ιέμεηο ησλ αξηζκώλ ζεκαίλνπλ πεξηζζόηεξν 

από έλα (Wynn, 1990) 
3;0 Απαξηζκεί αληηθείκελα κηθξνύ πιήζνπο (Wynn, 1990) 

3;6 Μπνξεί λα πξνζζέηεη θαη λα αθαηξεί έλα κε αληηθείκελα θαη 

αξηζκνιέμεηο (Starkey & Gelman, 1982). Μπνξεί λα 

ρξεζηκνπνηνεί ηελ αξρή ηεο πιεζηθόηεηαο, γηα λα δηαπηζηώζεη ην 

πιήζνο ηνπ ζπλόινπ (Gelman & Gallistel, 1978) 
4;0 Μπνξεί λα ρξεζηκνπνηήζεη δάρηπια, γηα λα βνεζεζεί ζηελ 

πξόζζεζε (Fuson & Kwon, 1992) 
5;0 Μπνξεί λα πξνζζέηεη κηθξνύο αξηζκνύο ρσξίο λα είλαη ζε ζέζε λα 

κεηξά ην άζξνηζκα (Starkey & Gelman, 1982) 
5;6 Καηαιαβαίλεη ηελ αληηκεηαζεηηθή ηδηόηεηα ηεο πξόζζεζεο θαη 

απαξηζκεί από ηνλ κεγαιύηεξν (Carpenter & Moser, 1982)
 . 

 κπνξεί λα κεηξά ζσζηά κέρξη ην 40 (Fuson, 1988) 
6;0 „Γηαηεξεί‟ ηνλ αξηζκό (Piaget, 1952) 
6;6 Καηαιαβαίλεη ηε ζπκπιεξσκαηηθόηεηα ηεο πξόζζεζεο κε ηελ 

αθαίξεζε (Bryant et al, 1999)
 . 

κπνξεί λα κεηξά ζσζηά κέρξη ην 80 

(Fuson, 1988)
 

7;0 Αλαθαιεί κεξηθά αξηζκεηηθά γεγνλόηα από ηελ κλήκε  

 
Πίνακαρ 1.1.: Οξόζεκα ζηελ πξώηκε αλάπηπμε ηεο αξηζκεηηθήο (Butterworth, 2005, ζει. 

12) 

 

Ο Butterworth (2005) ζεκεηώλεη, σζηόζν, όηη δελ ππάξρεη κηα θαλνληθόηεηα ζηηο 

ειηθίεο, όπσο απηέο παξαηίζεληαη ζηνλ πίλαθα, όπνπ απιώο θαηαγξάθνληαη νη  

ειηθίεο ησλ πεξηζζόηεξσλ παηδηώλ πνπ ζπκκεηείραλ ζηηο έξεπλεο. Σηόρνο ησλ 

εξεπλώλ απηώλ δελ ήηαλ ε πεξηγξαθή ησλ ειηθηώλ, αιιά ησλ ζηαδίσλ αλάπηπμεο. 

Γηαθνξεηηθά παηδηά κπνξνύλ λα θηάζνπλ ηα νξόζεκα ζε πνιύ δηαθνξεηηθέο ειηθίεο.  

Ο Butterworth ζεκεηώλεη, επίζεο, όηη απηά ηα νξόζεκα δελ είλαη αλεμάξηεηα από ηνλ 

πνιηηηζκό ζηνλ νπνίν δνπλ ηα παηδηά. Τα δεδνκέλα απηά πξνέξρνληαη θπξίσο από 

παηδηά πνπ κεγάισζαλ ζηελ Δπξώπε θαη ηελ Ακεξηθή. Έξεπλεο δείρλνπλ όηη ε δνκή 

ηνπ ζπζηήκαηνο ηεο πξνθνξηθήο αξίζκεζεο κπνξεί λα επηηαρύλεη ή λα επηβξαδύλεη 

ηελ απόθηεζε ησλ αξηζκεηηθώλ ελλνηώλ. Έηζη, παηδηά πνπ κηινύλ γιώζζεο κε πνιύ 

θαλνληθή πξνθνξηθή δνκή, όπσο γηα παξάδεηγκα είλαη ε θηλέδηθε, απνθηνύλ θάπνηεο 

αξηζκεηηθέο έλλνηεο λσξίηεξα (Butterworth, 1999; Nunes & Bryant, 1996).     

 

 



Πνιιαπιαζηαζκόο, δηαίξεζε θαη ξεηνί αξηζκνί  

 

Όπσο είδακε θαη παξαπάλσ, ζην Πξόγξακκα Σπνπδώλ ν πνιιαπιαζηαζκόο θαη ε 

δηαίξεζε εηζάγνληαη αξγόηεξα από ηελ πξόζζεζε θαη ηελ αθαίξεζε. Οη πξάμεηο ηνπ 

πνιιαπιαζηαζκνύ θαη ηεο δηαίξεζεο δνκνύληαη, όπσο ε πξόζζεζε θαη ε αθαίξεζε, κε 

βάζε ηελ έλλνηα ηνπ ζπλόινπ θαη ηεο πιεζηθόηεηαο, ν πνιιαπιαζηαζκόο 

παξνπζηάδεηαη σο επαλαιακβαλόκελε πξόζζεζε, ελώ ε δηαίξεζε επαλαιακβαλόκελε 

αθαίξεζε ή κνηξαζηά.    

Από λσξίο ηα παηδηά κπνξνύλ λα ρεηξηζηνύλ θαηαζηάζεηο πνιιαπιαζηαζκνύ κε ηε 

ινγηθή ηεο αληηζηνίρηζεο έλα-πξνο-πνιιά, γηα παξάδεηγκα, 1 πνδήιαην έρεη 2 ξόδεο, 

3 πνδήιαηα ζα έρνπλ 2+2+2=6 ξόδεο. Η δηαίξεζε σο κνηξαζηά εκθαλίδεηαη επίζεο 

πνιύ λσξίο ζηελ αλάπηπμε ησλ παηδηώλ, ε έλλνηα ηνπ κηζνύ σο κνηξαζηά ελόο 

ζπλόινπ ή ρσξηζκόο ζηε κέζε, εηζάγεηαη ήδε από ηελ Α΄ ηάμε ηνπ Γεκνηηθνύ 

Σρνιείνπ. Μεηά από κειέηεο ζε πνιιαπιαζηαζηηθέο θαηαζηάζεηο θαίλεηαη όηη δελ 

ηζρύεη ε θνηλή άπνςε όηη ν πνιιαπιαζηαζκόο δελ είλαη ηίπνηα άιιν από 

επαλαιακβαλόκελε πξόζζεζε θαη ε δηαίξεζε επαλαιακβαλόκελε αθαίξεζε ή 

κνηξαζηά (Nunes & Bryant, 1996). Υπάξρνπλ ζίγνπξα ζπλδεηηθνί θξίθνη κεηαμύ ηεο 

πξνζζεηηθήο θαη ηεο πνιιαπιαζηαζηηθήο ζπιινγηθήο, αιιά ππάξρνπλ θαη αξθεηέο 

λέεο έλλνηεο ζηελ πνιιαπιαζηαζηηθή ζπιινγηζηηθή, νη νπνίεο δελ εκθαλίδνληαη ζηηο 

πξνζζεηηθέο θαηαζηάζεηο. Μηα ηέηνηα έλλνηα είλαη ν ιόγνο, πνπ απνηειεί έλα λέν 

είδνο λνήκαηνο ηνπ αξηζκνύ θαη εθθξάδεη κηα θαηάζηαζε έλα-πξνο-πνιιά αληίζηνηρα. 

Ο ιόγνο δελ δείρλεη έλαλ πιεζάξηζκν θαη έλα αξηζκό, αιιά κηα ζρέζε κεηαμύ δύν 

αξηζκώλ.  

Τα πξνβιήκαηα ηνπ πνιιαπιαζηαζκνύ κπνξνύλ λα ιπζνύλ κε επαλαιακβαλόκελε 

πξόζζεζε, όηαλ νη πνζόηεηεο είλαη εθηαηηθέο (Schwartz, 1988), δειαδή όηαλ νη 

πνζόηεηεο κπνξνύλ λα κεηξεζνύλ κε θάπνην κέηξν ή λα απαξηζκεζνύλ. Τέηνηεο 

θαηαζηάζεηο κε εθηαηηθέο πνζόηεηεο είλαη γηα παξάδεηγκα νη εμήο: Πόζεο θαξακέιεο 

ππάξρνπλ ζε 4 ζαθνύιεο, όηαλ θάζε ζαθνύια έρεη 6 θαξακέιεο; Πόζα κήθνο έρνπλ 8 

ηξαπέδηα καδί, όηαλ θάζε ηξαπέδη έρεη κήθνο 3 κέηξα;  

Η επαλαιακβαλόκελε πξόζζεζε, όκσο, είλαη εληειώο αλεπαξθήο γηα ηελ επίιπζε 

πξνβιεκάησλ πνπ πεξηέρνπλ εληαηηθέο πνζόηεηεο. Οη εληαηηθέο πνζόηεηεο 

αλαπαξηζηνύλ ηε ζρέζε κεηαμύ δύν εθηαηηθώλ πνζνηήησλ, όπσο γηα παξάδεηγκα νη 

ηηκέο: 1,30 € ην θηιό, 15 € ηελ ώξα, 9 ιίηξα ην ρηιηόκεηξν. Δπεηδή νη δύν εθηαηηθέο 

πνζόηεηεο πνπ ζρεκαηίδνπλ ηελ εληαηηθή πνζόηεηα αλαπαξηζηνύλ δηαθνξεηηθά είδε 

πνζνηήησλ – ρξήκα θαη βάξνο, ρξήκα θαη ώξα, ιίηξα θαη απόζηαζε – ηα παηδηά ζα 

πξέπεη λα ζπλεηδεηνπνηήζνπλ όηη, όηαλ ε κηα πνζόηεηα απμάλεηαη ή κεηώλεηαη ζα 

πξέπεη θαη ε άιιε πνζόηεηα λα απμάλεηαη θαη λα κεηώλεηαη αληίζηνηρα. Οη εληαηηθέο 

πνζόηεηεο, δειαδή, εθθξάδνπλ ιόγνπο θαη θαηά ζπλέπεηα απνηεινύλ θαηαζηάζεηο 

αλαινγίαο. Όπσο επηζήκαλε θαη ν Piaget (1952), νη θαηαζηάζεηο ηεο αλαινγίαο είλαη 

δύζθνιεο.  

Με βάζε ηε δηαίξεζε νη θπζηθνί θαη αθέξαηνη αξηζκνί επεθηείλνληαη ζε λένπ ηύπνπ 

αξηζκνύο – ηα θιάζκαηα, ηνπο δεθαδηθνύο θαη ηα πνζνζηά – πνπ απνηεινύλ ηνπο 

ξεηνύο αξηζκνύο. Οη αξηζκνί απηνί είλαη πνιύ ρξήζηκνη θαη ζπλαληώληαη ζπρλά ζηελ 

θαζεκεξηλόηεηα, σο απνηειέζκαηα κεηξήζεσλ. Οη  ξεηνί αξηζκνί δηαζέηνπλ ηδηόηεηεο 

πνπ δελ ππάξρνπλ ζηνπο θπζηθνύο θαη αθέξαηνπο αξηζκνύο. Γηα παξάδεηγκα, ζηνπο 

θπζηθνύο αξηζκνύο κεηαμύ δύν δηαδνρηθώλ αξηζκώλ δελ ππάξρεη άιινο αξηζκόο (π.ρ. 

κεηαμύ ηνπ 6 θαη 7), ελώ ζηνπο ξεηνύο ππάξρνπλ άπεηξνη αξηζκνί (π.ρ. κεηαμύ ηνπ 0,6 

θαη 0,7). Σηνπο ξεηνύο αξηζκνύο δελ ππάξρεη κόλν έλαο αξηζκόο – όπσο ζπκβαίλεη κε 

ηνπο αθεξαίνπο – πνπ είλαη ν ακέζσο επόκελνο αξηζκόο. Απηά ηα λέα ραξαθηεξηζηηθά 

ησλ ξεηώλ αξηζκώλ απνηεινύλ ζεκεία δπζθνιίαο γηα ηνπο καζεηέο. Πεξηζζόηεξα 



ζηνηρεία γηα ηηο δπζθνιίεο ησλ καζεηώλ ζηνπο ξεηνύο αξηζκνύο παξνπζηάδνληαη ζε 

άιιν θείκελν.                       

 

Οη ζηξαηεγηθέο ζηνπο λνεξνύο ππνινγηζκνύο  

 

Θα παξνπζηάζνπκε ζηε ζπλέρεηα ηη είλαη γεληθά νη λνεξέο ζηξαηεγηθέο θαη πνηα είλαη 

ηα ραξαθηεξηζηηθά ηνπο. Οη λνεξέο ζηξαηεγηθέο απνηεινύλ έλαλ εηδηθό ηύπν 

γλσζηηθώλ δηαδηθαζηώλ. Αλ θαη νη ζηξαηεγηθέο νξίδνληαη κε κηθξέο δηαθνξέο από 

ηνπο δηάθνξνπο εξεπλεηέο, απηέο γεληθά ζεσξνύληαη σο λνεηηθέο πξνζπάζεηεο θαη 

δηαδηθαζίεο κε θαηεπζπλόκελν ζηόρν, πνπ πηνζεηνύληαη γηα λα εληζρύζνπλ ηελ 

ζπκπεξηθνξά ηεο κλήκεο. Οη ζηξαηεγηθέο κπνξνύλ λα ειεγρζνύλ, εθαξκόδνληαη 

ζθόπηκα από ην άηνκν θαη είλαη δπλεηηθά δηαζέζηκεο ζηε ζπλείδεζε (Naus & 

Ornstein 1983; Bjorkland &  Douglas, 1997).  

Οη ζηξαηεγηθέο ρξεζηκνπνηνύληαη γηα ηελ αλάθιεζε πιεξνθνξηώλ από ηελ 

καθξόρξνλε κλήκε, ζπλππάξρνπλ κε άιιεο γλσζηηθέο ιεηηνπξγίεο θαη επεξεάδνληαη 

από πνιινύο παξάγνληεο. Τν πην ζεκαληηθό, όκσο, απ‟ όια είλαη όηη ζηξαηεγηθέο 

αλαπηύζζνληαη. Έρεη παξαηεξεζεί όηη ε δηαθνξά ειηθίαο επεξεάδεη ηνλ αξηζκό ησλ 

ζηξαηεγηθώλ πνπ δηαζέηνπλ παηδηά δηαθνξεηηθώλ ειηθηώλ, θαζώο θαη ηελ 

απνηειεζκαηηθόηεηα κε ηελ νπνία ρξεζηκνπνηνύλ απηέο ηηο ζηξαηεγηθέο (Bjorkland 

&  Douglas, 1997).  

Τα ηειεπηαία ηξηάληα ρξόληα έρνπλ γίλεη πνιιέο έξεπλεο θαη θαηαγξάθεθαλ νη 

ζηξαηεγηθέο πνπ ρξεζηκνπνηνύλ νη καζεηέο ζηηο ηέζζεξηο πξάμεηο κε θπζηθνύο θαη 

ξεηνύο αξηζκνύο.  

Γηα λα δνύκε, όκσο, πην ζπγθεθξηκέλα θαη λα κηιήζνπκε γηα ηηο λνεξέο 

ζηξαηεγηθέο παξνπζηάδνπκε παξαθάησ κεξηθά παξαδείγκαηα από ζηξαηεγηθέο πνπ 

ρξεζηκνπνηνύλ παηδηά θαη ελήιηθεο.  

Σηελ πξόζζεζε 5+6 από παηδηά ηεο Α΄ ηάμεο ηνπ Γεκνηηθνύ ζρνιείνπ κπνξεί λα 

έρνπκε ηηο εμήο απαληήζεηο: Κάπνην παηδί κπνξεί λα μεθηλήζεη λα απαξηζκεί κε ηε 

βνήζεηα αληηθεηκέλσλ (θπβάθηα) έλα ζύλνιν από 5 θπβάθηα, (1, 2, 3, 4, 5), έλα 

ζύλνιν από 6 θπβάθηα, κεηά λα ηα βάιεη καδί θαη λα ηα κεηξήζεη από ηελ αξρή όια. 

Απηή είλαη κηα αξρηθή ζηξαηεγηθή πνπ νλνκάδεηαη απαξίζκεζε όισλ. Έλα άιιν παηδί 

κπνξεί λα μεθηλήζεη από ην 6 θαη λα αλέβεη 5 βήκαηα 6, 7, 8, 9, 10, 11. Απηή είλαη ε 

ζηξαηεγηθή αξίζκεζε από ην κεγαιύηεξν. Έλα ηξίην παηδί ιέεη όηη 6=5+1, άξα ην 

5+6=5+5+1=11. Απηό ην παηδί αλαθάιεζε από ηε κλήκε ηνπ θαη ππνιόγηζε κε ηα 

αξηζκεηηθά γεγνλόηα 6=5+1, 5+5=10 θαη 10+1=11. Φξεζηκνπνίεζε, δειαδή, κηα 

θαηαζθεπαζηηθή ζηξαηεγηθή θνληά ζηα δηπιά. Έλαο ελήιηθαο ππνινγίδεη ην άζξνηζκα 

5+6 κε άκεζε αλάθιεζε ηνπ αξηζκεηηθνύ γεγνλόηνο από ηελ καθξόρξνλε κλήκε.  

Σηελ πξόζζεζε 46+23 ζε καζεηέο ηεο Γ΄ ηάμεο, κεηαμύ άιισλ, κπνξνύκε λα 

έρνπκε ηηο εμήο απαληήζεηο: Έλαο καζεηήο μεθηλάεη από ην 46 θαη πξνζζέηεη 20 νπόηε 

έρεη 66 θαη ζην 66 πξνζζέηεη άιια 3, νπόηε έρεη 69. Δίλαη ε ζηξαηεγηθή ηεο 

ζπζζώξεπζεο, Ν10. Έλαο άιινο καζεηήο είπε: 6 θαη 3 θάλεη 9, 4 θαη 2 ίζνλ 6, άξα 69. 

Απηόο ν καζεηήο έθαλε λνεξά ηνλ γξαπηό αιγόξηζκν ηεο πξόζζεζεο.  

Με αθνξκή ηα παξαπάλσ παξαδείγκαηα κπνξνύκε λα θάλνπκε θάπνηεο 

παξαηεξήζεηο γηα ηηο απαληήζεηο ησλ καζεηώλ θαη ηηο ζηξαηεγηθέο πνπ 

ρξεζηκνπνηνύλ.  

Μηα πξώηε θαη πξνθαλήο παξαηήξεζε είλαη όηη γηα κηα ίδηα πξάμε, όπσο εδώ π.ρ. 

κε ην 5+6, κπνξνύκε λα έρνπκε δηάθνξεο ζηξαηεγηθέο ππνινγηζκνύ από δηαθνξεηηθά 

παηδηά. Αιιά θαη από έλα ίδην παηδί  κπνξνύκε λα έρνπκε δηαθνξεηηθέο ζηξαηεγηθέο 

γηα ηελ ίδηα πξάμε. Οη ζηξαηεγηθέο απηέο κπνξεί λα ραξαθηεξηζηνύλ από ηνλ ρξόλν 

πνπ απαηηνύλ, αιιά δείρλνπλ θαη ην επίπεδν ηνπ παηδηνύ ζε αξηζκεηηθέο ηθαλόηεηεο, 



όπσο ηε ρξήζε ησλ αξηζκώλ, ησλ ηδηνηήησλ ηνπ ζπζηήκαηνο αξίζκεζεο θαη ηνπο 

ππνινγηζκνύο, δειαδή ηελ αίζζεζε ηνπ αξηζκνύ. Σην παξάδεηγκα 5+6, ε ζηξαηεγηθή 

αξίζκεζε από ην κεγαιύηεξν είλαη πην γξήγνξε θαη πην έμππλε από ηε ζηξαηεγηθή 

απαξίζκεζε όισλ θαη ε θαηαζθεπαζηηθή ζηξαηεγηθή θνληά ζηα δηπιά πην γξήγνξε 

θαη πην έμππλε από ηηο δύν άιιεο. Οη δύν πξώηεο ζηξαηεγηθέο βαζίδνληαη ζηελ 

απαξίζκεζε θαη αξίζκεζε αληίζηνηρα, ελώ ε ηειεπηαία ζηελ αλάθιεζε αξηζκεηηθώλ 

γεγνλόησλ θαη ππνινγηζκό ζηελ βξαρύρξνλε κλήκε. 

Οη ζηξαηεγηθέο ησλ καζεηώλ κπνξνύλ λα αιιάδνπλ θαη πξνζαξκόδνληαη ζε κηα 

πξάμε αλάινγα κε ην κέγεζνο ησλ αξηζκώλ, ζε αληίζεζε κε ηνπο γξαπηνύο 

αιγόξηζκνπο, όπνπ ρξεζηκνπνηείηαη ε ίδηα κέζνδνο ζε όιεο ηηο πεξηπηώζεηο. Η 

ηθαλόηεηα απηή αιιαγήο ζηξαηεγηθήο αλάινγα κε ηα δεδνκέλα ηεο πξάμεο είλαη ε 

επειημία πνπ ζα παξνπζηάζνπκε παξαθάησ. Γηα παξάδεηγκα, ζηελ πξόζζεζε 46+23 

κπνξεί λα ηαηξηάδεη ε ζηξαηεγηθή ηεο ζπζζώξεπζεο, Ν10, αιιά ζηελ πξάμε 49+23 

είλαη πην γξήγνξε θαη έμππλε ε νιηζηηθή ζηξαηεγηθή ηεο αληηζηάζκηζεο, όπνπ ηνπ 49 

γίλεηαη 50 θαη αθαηξείηαη 1 από ην απνηέιεζκα 49+23=50+23-1=72.                   

Γηα ην ζέκα ησλ ζηξαηεγηθώλ ν Threlfall (2002, ζει. 30) δειώλεη όηη νη 

απαληήζεηο ζε πξνβιήκαηα λνεξνύ ππνινγηζκνύ κπνξεί λα πξνθύςνπλ από 

δηαθνξεηηθνύο ηξόπνπο, από ηνπο νπνίνπο δελ είλαη όινη εμίζνπ θαηάιιεινη γηα ηηο 

πην καθξνπξόζεζκεο αλάγθεο. Τα παηδηά κπνξεί λα απαληήζνπλ ζσζηά: 

1. Με ηελ αλάθιεζε ή „απιά γλσξίδνληαο‟ έλα αξηζκεηηθό γεγνλόο.  

2. Με κηα απιή δηαδηθαζία θαηακέηξεζεο, όπνπ ζηελ αθνινπζία ησλ αξηζκώλ 

απαγγέιινληαη όινη νη αξηζκνί έλαο πξνο έλαλ, ελώ ε θαηακέηξεζε 

παξαθνινπζείηαη από ηα ίρλε ησλ βεκάησλ.    

3. Με ην λα θάλεη κηα λνεξή αλαπαξάζηαζε ηεο κεζόδνπ κε „ραξηί θαη κνιύβη‟ 

(ζπλήζσο έλα άζξνηζκα πνπ παξνπζηάδεηαη θάζεηα) θαη λα δνπιέςεη λνεξά ηε 

δηαδηθαζία.  

4. Με ηελ θαηαζθεπή κηαο αθνινπζίαο κεηαζρεκαηηζκώλ ησλ αξηζκώλ ηνπ 

πξνβιήκαηνο γηα λα θαηαιήμεη ζε κηα ιύζε. Γηα παξάδεηγκα, γηα λα 

πξνζζέζεη 36 θαη 28, πξώηα πξνζζέηεη 20 ζην 36 (θάλεη 56) κεηά ζθέθηεηαη 

ην ππόινηπν 8 λα πξνζηεζεί σο δύν ηεζζάξηα, πξνζζέηεη ην πξώην ηέζζεξα 

γηα λα γίλεη 60, κεηά πξνζζέηεη ην ηέζζεξα πνπ έκεηλε γηα λα θηάζεη ζην 64 

πνπ είλαη ε απάληεζε.  

 

Ο Threlfall αλαθέξεη όηη νπνηαδήπνηε από απηέο ηηο απαληήζεηο κπνξεί λα δώζεη ην 

ζσζηό απνηέιεζκα, αιιά νη πξνζεγγίζεηο ηνπ ηέηαξηνπ είδνπο, πνπ ζπρλά 

αλαθέξνληαη σο ζηξαηεγηθέο, ζπλήζσο ζεσξνύληαη δσηηθήο ζεκαζίαο γηα ηηο 

επξύηεξεο αλάγθεο ηνπ λνεξνύ ππνινγηζκνύ. Ο  Thompson (1999a, ζει. 2) 

πξνζδηνξίδεη ηηο ζηξαηεγηθέο ζηνπο λνεξνύο ππνινγηζκνύο σο εμήο: «Οη λνεξέο 

ζηξαηεγηθέο είλαη πεξηζζόηεξν ε εθαξκνγή γλσζηώλ ή γξήγνξα ππνινγίζηκσλ 

αξηζκεηηθώλ γεγνλόησλ, ζε ζπλδπαζκό κε εηδηθέο ηδηόηεηεο ηνπ αξηζκεηηθνύ 

ζπζηήκαηνο, γηα λα βξεζεί ε ιύζε ελόο ππνινγηζκνύ ηνπ νπνίνπ ε απάληεζε δελ είλαη 

γλσζηή. Επίζεο, νη λνεξέο ζηξαηεγηθέο ελζσκαηώλνπλ ηελ ηδέα όηη ηα παηδηά, κε 

δεδνκέλε κηα ζπιινγή από αξηζκνύο γηα λα εξγαζηνύλ, ζα επηιέμνπλ ηελ ζηξαηεγηθή 

πνπ είλαη ε πην θαηάιιειε γηα ηνπο ζπγθεθξηκέλνπο αξηζκνύο».      

Σε έξεπλεο θαίλεηαη όηη νη άλζξσπνη ρξεζηκνπνηνύλ δηαθνξεηηθέο ζηξαηεγηθέο 

ζηελ ίδηα πξάμε, πνπ παξνπζηάδεηαη θάησ από ηηο ίδηεο ζπλζήθεο. Έηζη αξθεηνί 

καζεηέο ρξεζηκνπνηνύλ δηαθνξεηηθέο ζηξαηεγηθέο ζην ίδην πξόβιεκα, όηαλ δίλεηαη 

ζε δύν δηαθνξεηηθέο εκέξεο (Siegler, & Shrager, 1984). Μπνξεί λα ρξεζηκνπνηνύλ 

επίζεο δηαθνξεηηθέο ζηξαηεγηθέο γηα λα ιύζνπλ έλα ίδην πξόβιεκα πνπ ηνπο δίλεηαη 

δύν θνξέο ηελ ίδηα κέξα (Siegler, 1995; Wilkinson, 1982). 



 

Οη γξαπηνί αιγόξηζκνη θαη νη δηαθνξέο ηνπο κε ηηο λνεξέο ζηξαηεγηθέο  

 

Σηε ζπλέρεηα ζα αλαιύζνπκε θαη ζα παξνπζηάζνπκε ηελ ιεηηνπξγία ησλ γξαπηώλ 

αιγνξίζκσλ ησλ ηεζζάξσλ πξάμεσλ κε θπζηθνύο αξηζκνύο θαη ηε ζρέζε ηνπο κε ηνπο 

λνεξνύο ππνινγηζκνύο. Δίλαη έλα ζεκαληηθό ζέκα γηα ην νπνίν γίλεηαη πνιιή 

ζπδήηεζε θαη επεξεάδεη ζεκαληηθά ηε δηδαζθαιία. Αξθεηνί ζπγγξαθείο πνπ 

αλαιύνπλ ηε ιεηηνπξγία ησλ γξαπηώλ αιγνξίζκσλ (Plunkett, 1979; Thomson 1997; 

Usiskin 1998) αλαθέξνπλ ζεηηθά ηνπο ραξαθηεξηζηηθά, όπσο:    

 

- Απνηεινύλ παξαδνζηαθό πεξηερόκελν ησλ ζηνηρεησδώλ καζεκαηηθώλ ζε όιν 

ηνλ θόζκν γηα πνιιά ρξόληα.  

- Δίλαη ηζρπξνί ζηελ επίιπζε θαηεγνξηώλ πξνβιεκάησλ, εηδηθά όηαλ νη 

ππνινγηζκνί πεξηέρνπλ πνιινύο αξηζκνύο θαη ε κλήκε κπνξεί λα 

επηβαξύλεηαη πνιύ.  

- Δίλαη απηόκαηνη θαη κπνξνύλ λα δηδάζθνληαη θαη λα εθηεινύληαη από θάπνηνλ 

ρσξίο λα απαηηείηαη λα αλαιύζεη ηελ βάζε ζηελ νπνία ζηεξίδεηαη ν 

αιγόξηζκνο.   

- Δίλαη γξήγνξνη θαη θαηεπζύλνληαη απεπζείαο ζηελ απάληεζε.  

- Παξέρνπλ κηα γξαπηή θαηαγξαθή ηνπ ππνινγηζκνύ, επηηξέπνληαο ζε 

εθπαηδεπηηθνύο θαη καζεηέο λα εληνπίδνπλ νπνηνδήπνηε ιάζνο ζε απηνύο.   

- Απνηεινύλ κηα απζεληηθή, κόληκε θαη ζηαζεξή (ακεηάβιεηε) δηαδηθαζία, ε 

νπνία ρξεζηκνπνηείηαη γηα όινπο ηνπο αξηζκνύο: κνλνςήθηνπο ή 

πνιπςήθηνπο, αθέξαηνπο ή δεθαδηθνύο.   

 

Αλ θαη ηα παξαπάλσ ραξαθηεξηζηηθά ησλ αιγνξίζκσλ θαίλεηαη λα απνηεινύλ 

ηζρπξέο αηηίεο, ώζηε απηνί λα δηδάζθνληαη παξαδνζηαθά θαη λα ζπλερίδνπλ λα 

δηδάζθνληαη αθόκε θαη ζήκεξα, ππάξρεη έληνλνο αληίινγνο ζε απηό ην ζέκα. Έλαο 

αξηζκόο εξεπλεηώλ βξίζθεη όηη ε δηδαζθαιία ησλ αιγνξίζκσλ ησλ πξάμεσλ κε 

θπζηθνύο αξηζκνύο ζηε δεκνηηθή εθπαίδεπζε είλαη επηθίλδπλε γηα ηα παηδηά θαη θάλεη 

θαθό ζηελ ζπγθξόηεζε ησλ ππνινγηζηηθώλ ηνπο ηθαλνηήησλ (Kamii & Dominick, 

1997; 1998, McIntosh, 1998; Van de Walle, 2005α, 2005β). Οη εξεπλεηέο απηνί  

αλαθέξνπλ αξθεηέο αηηίεο δεκηνπξγίαο πξνβιεκάησλ από ηε ρξήζε ησλ αιγόξηζκσλ, 

όπσο νη παξαθάησ:    

 

- Οη αιγόξηζκνη βαζίδνληαη ζηα ςεθία θαη όρη ζε νιόθιεξνπο ηνπο αξηζκνύο, 

όπσο νη λνεξνί ππνινγηζκνί, θαη ιεηηνπξγνύλ από ηα δεμηά πξνο ηα αξηζηεξά 

παξά από ηα αξηζηεξά πξνο ηα δεμηά, πνπ ιεηηνπξγνύλ νη λνεξνί ππνινγηζκνί.  

Σηνπο αιγνξίζκνπο ησλ πξάμεσλ παίξλνληαη ηα ςεθία ησλ αξηζκώλ 

μερσξηζηά θαη κεκνλσκέλα ην θαζέλα. Γηα παξάδεηγκα, ζηελ θάζεηε γξαπηή 

πξόζζεζε 46+35, πξνζζέηνπκε από δεμηά πξνο ηα αξηζηεξά μερσξηζηά ηα 

ςεθία (6+5=11, γξάθνπκε 1 θαη 1 ην θξαηνύκελν, 1+4+3=8). Δλώ ζε κηα 

λνεξή ζηξαηεγηθή, γηα παξάδεηγκα ηνπ δηαρσξηζκνύ (1010), ππνινγίδνπκε: 

40+30=70, 6+5=11, 70+11=81, ή ηεο ζπζζώξεπζεο (Ν10): 46+30=76, 

76+5=81. Παξαηεξνύκε όηη νη καζεηέο πνπ ρξεζηκνπνηνύλ ηηο λνεξέο 

ζηξαηεγηθέο ρεηξίδνληαη νιόθιεξνπο ηνπο αξηζκνύο θαη ηνπο αλαιύνπλ 

ζύκθσλα κε ηε ζεζηαθή ηνπο αμία ζην ζύζηεκα αξίζκεζεο ζε αληίζεζε κε 

ηνπο γξαπηνύο αιγνξίζκνπο πνπ επεμεξγάδνληαη κεκνλσκέλα θάζε ςεθίν 

αλεμάξηεηα από ηε ζεζηαθή ηνπ αμία. Όπσο δειώλεη θαη ε Kamii, νη 



αιγόξηζκνη «μεδηδάζθνπλ» ηε ζεζηαθή αμία ζην ζύζηεκα αξίζκεζεο (Kamii 

& Dominick, 1998).        

Δπίζεο, κε εμαίξεζε ηε δηαίξεζε, νη αιγόξηζκνη ρεηξίδνληαη ηνπο αξηζκνύο 

από ηα δεμηά πξνο ηα αξηζηεξά κε έλα ςεθηνθεληξηθό ηξόπν θαη έηζη θξύβνπλ 

ην απνηέιεζκα κέρξη ην ηέινο. Τν απνηέιεζκα γίλεηαη θαλεξό κεηά ηελ 

νινθιήξσζε ηεο πξάμεο.    

 

- Οη αιγόξηζκνη είλαη άθακπηνη θαη γη’ απηό γίλνληαη κεξηθέο θνξέο άζθνπα 

θνπξαζηηθνί.    

Σηνπο λνεξνύο ππνινγηζκνύο νη ζηξαηεγηθέο πξνζαξκόδνληαη θάζε θνξά 

αλάινγα κε ηνπο αξηζκνύο ζηηο πξάμεηο, γηα παξάδεηγκα ρξεζηκνπνηείηαη άιιε 

ζηξαηεγηθή γηα ηελ αθαίξεζε 52 – 49 θαη άιιε γηα ηελ αθαίξεζε 52 – 31. 

Αληίζεηα, ζηνπο αιγνξίζκνπο ρξεζηκνπνηείηαη ε ίδηα κέζνδνο ζε όια ηα 

πξνβιήκαηα κηαο πξάμεο. Έηζη, ζηελ αθαίξεζε 6000 – 15 κε ηνλ αιγόξηζκν 

νη καζεηέο είλαη αλαγθαζκέλνη λα ρξεζηκνπνηήζνπλ ζεηξά από θξαηνύκελα 

θαη αξθεηνί από απηνύο λα θάλνπλ ιάζε.     

 

- Οη γξαπηνί αιγόξηζκνη δηδάζθνληαη θαη επηβάιινληαη από ηε δηδαζθαιία. 

Αλ θαη νη δηδαθηηθέο κέζνδνη πνπ πξνηείλνληαη ζήκεξα είλαη καζεηνθεληξηθέο 

θαη βαζίδνληαη ζηελ θαηαλόεζε θαη ηελ αλαθάιπςε, απηέο είλαη δύζθνιν λα 

εθαξκνζηνύλ θαηά ηε δηδαζθαιία ησλ αιγνξίζκσλ ησλ πξάμεσλ, όπσο ζηελ 

πεξίπησζε κε ηα θξαηνύκελα, ηελ κεηαηόπηζε κηαο ζέζεο ζην δεύηεξν ςεθίν 

ηνπ πνιιαπιαζηαζκνύ, ηηο επηκέξνπο πξάμεηο πνπ θξύβνληαη, θηι. Γηα 

παξάδεηγκα, πνιινί εθπαηδεπηηθνί κπνξεί λα παξαηήξεζαλ όηη, όηαλ δίδαζθαλ 

ηε γξαπηή δηαίξεζε, ρσξίο λα ην ζέινπλ, ρξεζηκνπνίεζαλ κηα εληειώο 

θαηεπζπλόκελε θαη δαζθαινθεληξηθή κέζνδν, όζν θαη αλ ήζειαλ λα θηλεζνύλ 

κε επίθεληξν ηνπο καζεηέο. Σήκεξα σζηόζν, ζε ζρέζε κε ην παξειζόλ, 

γίλεηαη πξνζπάζεηα λα δνζνύλ εμεγήζεηο θαη λα ρξεζηκνπνηεζνύλ ρεηξαπηηθά 

πιηθά γηα λα γίλνπλ πην θαηαλνεηέο νη γξαπηέο πξάμεηο. Παξόια απηά, όκσο, 

νη γξαπηνί αιγόξηζκνη είλαη δύζθνιν λα θαηαλνεζνύλ από ηνπο καζεηέο, ζε 

αληίζεζε κε ηηο δηθέο ηνπο επηλννύκελεο λνεξέο ζηξαηεγηθέο.             

 

- Οη καζεηέο θάλνπλ πεξηζζόηεξα ιάζε κε ηνπο αιγόξηζκνπο παξά κε ηηο δηθέο 

ηνπο επηλννύκελεο ζηξαηεγηθέο.  

Αξθεηέο παιηέο έξεπλεο (Ashlock, 1972; Cox, 1974; Brown & Burton, 1978) 

έδεημαλ όηη νη καζεηέο θάλνπλ πνιιά ιάζε, όηαλ εθηεινύλ ηνπο γξαπηνύο 

αιγόξηζκνπο. Τα ιάζε απηά εθηόο από ζπρλά είλαη θαη ζπζηεκαηηθά, δειαδή 

εκθαλίδνληαη θαη‟ επαλάιεςε θαη κπνξεί λα εμεγεζνύλ κε βάζε ηα βήκαηα 

ηνπ αιγνξίζκνπ. Απηή ε θαλνληθόηεηα πνπ εκθαλίδεηαη ζηα ιάζε δείρλεη όηη 

νη καζεηέο επηθεληξώλνληαη ζην λα ζπκνύληαη ηα βήκαηα ηνπ αιγνξίζκνπ, 

ρσξίο λα ηα θαηαιαβαίλνπλ θαη ρσξίο λα απνθηνύλ ηελ αίζζεζε ηνπ αξηζκνύ. 

Τα πνιιά θαη ζπζηεκαηηθά ιάζε, δειαδή, ζηνπο αιγνξίζκνπο δείρλνπλ ηελ 

έιιεηςε θαηαλόεζεο από ηελ πιεπξά ησλ καζεηώλ. Αληίζεηα, νη καζεηέο 

θαηαιαβαίλνπλ θαιύηεξα, όηαλ ρξεζηκνπνηνύλ ηηο ζηξαηεγηθέο πνπ έρνπλ 

αλαθαιύςεη νη ίδηνη ή απηέο πνπ απέθηεζαλ από θάπνην ζπκκαζεηή ηνπο.            

 

Οη Kamii & Dominick (1997, ζει. 58) δειώλνπλ όηη νη αιγόξηζκνη είλαη επηβιαβείο 

γηα ηελ αλάπηπμε ηεο αξηζκεηηθήο ινγηθήο ζηα παηδηά γηα δύν ιόγνπο: (α) 

«μεδηδάζθνπλ» ηε ζεζηαθή αμία θαη απνζαξξύλνπλ ηα παηδηά λα αλαπηύμνπλ ηελ 

αίζζεζε ηνπ αξηζκνύ θαη (β) αλαγθάδνπλ ηα παηδηά λα εγθαηαιείςνπλ ηε δηθή ηνπο 



ζθέςε. Ο θπζηθόο ηξόπνο ζηα παηδηά είλαη λα ζθέθηνληαη ηνπο αξηζκνύο από 

αξηζηεξά πξνο ηα δεμηά. Ωζηόζν, νη αιγόξηζκνη ηνπο ππνρξεώλνπλ λα εγθαηαιείςνπλ 

ηελ αληίιεςε απηή θαη λα ιεηηνπξγνύλ από ηα δεμηά πξνο ηα αξηζηεξά θαη λα 

ρεηξίδνληαη μερσξηζηά θάζε ζηήιε. 

Πξαγκαηνπνηήζεθαλ έξεπλεο πνπ ζπλέθξηλαλ ηελ επίδνζε θαη ζπκπεξηθνξά 

καζεηώλ πνπ δελ δηδάρηεθαλ ηνπο παξαδνζηαθνύο αιγόξηζκνπο κε καζεηέο πνπ ηνπο 

δηδάρηεθαλ. Οη καζεηέο πνπ δελ δηδάρηεθαλ αιγνξίζκνπο παξαθνινύζεζαλ 

θαηλνηόκα πξνγξάκκαηα, όπσο ην Everyday Mathematics ή ην Investigations, θαη 

ζπγθξίζεθαλ κε καζεηέο πνπ παξαθνινύζεζαλ παξαδνζηαθά πξνγξάκκαηα, πνπ 

πεξηείραλ ηε δηδαζθαιία ησλ αιγνξίζκσλ. Τα απνηειέζκαηα έδεημαλ όηη νη καζεηέο 

πνπ δηδάρηεθαλ κε απηά ηα θαηλνηόκα πξνγξάκκαηα –πνπ δελ πεξηείραλ αιγνξίζκνπο 

ησλ πξάμεσλ– απέδσζαλ θαιύηεξα από ηνπο ζπκκαζεηέο ηνπο πνπ δηδάρηεθαλ κε ηα 

παξαδνζηαθά πξνγξάκκαηα ζηελ θαηαλόεζε θαη ηελ επίιπζε πξνβιεκάησλ. Όζνλ 

αθνξά ηνπο πνιπςήθηνπο ππνινγηζκνύο, νη πεξηζζόηεξεο έξεπλεο βξίζθνπλ όηη νη 

καζεηέο ησλ θαηλνηόκσλ πξνγξακκάησλ είλαη πεξίπνπ ζην ίδην επίπεδν κε ηνπο 

καζεηέο ησλ παξαδνζηαθώλ πξνγξακκάησλ ή ηνπο μεπεξλνύλ (Campbell, 1996; 

Carroll, 2000; Fuson, 2003; Mokros, Berle-Carman, Rubin, and O‟Neil, 1996; 

Riordan, & Noyce 2001).    

Γελ έρεη πνιύ θαηξό πνπ νη λνεξνί ππνινγηζκνί εηζήρζεζαλ ζηελ ειιεληθή 

εθπαίδεπζε (ην 2006) αιιά ηα πξνγξάκκαηα θαη ηα βηβιία, κέρξη ζήκεξα, δελ 

παξνπζηάδνπλ ηνπο λνεξνύο ππνινγηζκνύο κε κηα ζύγρξνλε θαη ζπγθεθξηκέλε 

πξόηαζε δηδαζθαιίαο. Μέζα ζηα πξνγξάκκαηα θαη ηα βηβιία ε ζρέζε ησλ λνεξώλ 

ππνινγηζκώλ θαη ησλ γξαπηώλ αιγνξίζκσλ, θαζώο θαη ν ηόπνο πνπ απηέο νη δύν 

έλλνηεο αλαπηύζζνληαη, δελ είλαη μεθάζαξε θαη ζπγθεθξηκέλε. Οη έιιελεο 

εθπαηδεπηηθνί δελ έρνπλ επηκνξθσζεί ζηα ζέκαηα ησλ λνεξώλ ππνινγηζκώλ αιιά θαη 

ηεο ζρέζεο ηνπο κε ηνπο γξαπηνύο ππνινγηζκνύο. Γηα ηνπο παξαπάλσ ιόγνπο, 

ππάξρνπλ αθόκε ζήκεξα πνιινί εθπαηδεπηηθνί πνπ δίλνπλ ππεξβνιηθή ζεκαζία θαη 

αθηεξώλνπλ πνιύ ρξόλν ζηνπο γξαπηνύο αιγνξίζκνπο, ζε αληίζεζε κε ηνπο λνεξνύο 

ππνινγηζκνύο πνπ παξαβιέπνπλ θαη δελ μέξνπλ λα ηνπο δηδάμνπλ. Οη γξαπηέο 

πξάμεηο εηζάγνληαη πνιύ λσξίο ζε ζρέζε κε ηνπο λνεξνύο ππνινγηζκνύο θαη ε 

δηδαζθαιία ηνπο δελ αλαδεηθλύεη θαη δελ αλαπηύζζεη ηηο άηππεο ζηξαηεγηθέο ησλ 

καζεηώλ. Έηζη, ζε πνιιέο πεξηπηώζεηο, νη θσηνηππίεο ησλ καζεηώλ γηα εξγαζία ζην 

ζπίηη είλαη γεκάηεο κε καθξνζθειείο θαη ρξνλνβόξεο γξαπηέο πξάμεηο. Γλσξίδνπκε 

όηη ε πξόσξε εηζαγσγή ησλ γξαπηώλ αιγνξίζκσλ θαζώο θαη ε κε ζσζηή δηδαζθαιία 

ησλ λνεξώλ ππνινγηζκώλ δεκηνπξγνύλ αξλεηηθέο επηπηώζεηο ζηηο ζηξαηεγηθέο πνπ 

καζαίλνπλ θαη ρξεζηκνπνηνύλ νη καζεηέο ζηελ εθηέιεζε ησλ πξάμεσλ.  

Έξεπλεο (Cooper et al., 1996a, 1996b; Heirdsfield & Cooper, 1996) αλαθέξνπλ 

ηελ επηξξνή ηεο δηδαζθαιίαο ησλ γξαπηώλ πξάμεσλ ζηηο απζόξκεηεο λνεξέο 

ζηξαηεγηθέο ησλ παηδηώλ. Πξηλ από ηε δηδαζθαιία ησλ γξαπηώλ πξάμεσλ ηα παηδηά 

παξνπζηάδνπλ κηα πνηθηιία από απνηειεζκαηηθέο λνεξέο ζηξαηεγηθέο, ελώ κεηά ηε 

δηδαζθαιία ηα παηδηά έρνπλ ηελ ηάζε λα ρξεζηκνπνηνύλ κηα λνεξή ζηξαηεγηθή ε 

νπνία θαίλεηαη λα αληαλαθιά ηνλ γξαπηό αιγόξηζκν πνπ δίδαμε ν δάζθαινο. 

Σύκθσλα κε απηά ηα ζηνηρεία, νη εξεπλεηέο (π.ρ. Kamii, Lewis, & Jones, 1991; Reys 

et al., 1995) ζπκπεξαίλνπλ όηη νη καζεηέο πξέπεη λα είλαη ειεύζεξνη λα δηαηππώλνπλ 

ηηο δηθέο ηνπο λνεξέο ζηξαηεγηθέο, θαζώο ε θαηαλόεζε ησλ αιγνξίζκσλ βειηηώλεηαη, 

αλ ηα παηδηά θαηαζθεπάδνπλ ζηξαηεγηθέο ζηελ θαηεύζπλζε ησλ δηθώλ ηνπο θπζηθώλ 

ηξόπσλ ζθέςεο.  
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