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11..  ΕΕΙΙΣΣΑΑΓΓΩΩΓΓΗΗ  ΣΣΤΤΗΗ  ΣΣΤΤΑΑΤΤΙΙΣΣΤΤΙΙΚΚΗΗ

ΠΠρροοσσδδοοκκώώµµεενναα  ααπποοττεελλέέσσµµαατταα::  µέσα από σύντοµη ιστορική αναδροµή της επιστήµης της στατιστικής

ο εκπαιδευόµενος να αντιληφθεί την αναγκαιότητά της επιστήµης αυτής.

Ο όρος «Στατιστική» χρησιµοποιείται, για να δηλώσει αριθµητικές πληροφορίες. Οι στατιστικές µελέτες

παρουσιάζουν τα αποτελέσµατα της συστηµατικής συλλογής ενός συνόλου αριθµητικών πληροφοριών. Η

λέξη «Στατιστική» µπορεί να προέρχεται από την αρχαία ελληνική λέξη στατίζω που σηµαίνει (τοποθετώ,

ταξινοµώ, συµπεραίνω) ή από τη λατινική λέξη «status» που σηµαίνει (πολιτεία, κράτος).

Η αρχαιότερη ίσως συλλογή στοιχείων θεωρείται η απογραφή πληθυσµού που έγινε το 2238 π.Χ. στην

Κίνα από τον αυτοκράτορα Yao. Αργότερα στοιχειώδεις απογραφές φαίνεται να έχουν πραγµατοποιηθεί από

τους Αιγυπτίους και τους Πέρσες. Στην αρχαιότητα, η συγκέντρωση στατιστικών στοιχείων είχε ως στόχο τον

εντοπισµό των πολιτών που είχαν υποχρέωση: να υπηρετήσουν ως πολεµιστές ή να πληρώσουν φόρο.

Μάλιστα, η συστηµατική συλλογή στοιχείων απασχόλησε και τους κατοίκους διαφόρων χωρών της Ευρώπης.

Ο µεγάλος αριθµός θανάτων που οφειλόταν σε πολέµους, λιµοκτονίες, επιδηµικές ασθένειες και διάφορες

άλλες αιτίες είχε επιπτώσεις στον πληθυσµό και στην οικονοµία. Το 1620 ο Άγγλος Graunt σε µια

δειγµατοληπτική έρευνα που έκανε σεοικογένειες του Λονδίνου διαπίστωσε ότι σε κάθε 88 άτοµα υπήρχαν 3

θάνατοι. Χρησιµοποιώντας τους επίσηµους καταλόγους, οι οποίοι έδιναν 13.200 θανάτους το 1620, εκτίµησε

ότι ο πληθυσµός του Λονδίνου το έτος αυτό κυµαίονταν στα 387.200 άτοµα.

Από το 16ο έως το 19ο αιώνα, η αλµατώδης ανάπτυξη του εµπορίου ώθησε τις ηγεσίες των διαφόρων

κρατών στη µελέτη οικονοµικών δεδοµένων, όπως την παραγωγικότητα των βιοµηχανιών, το εξαγωγικό

εµπόριο, κ.τ.λ. Ενώ αρχικά η Στατιστική ασχολείτο µόνο µε την παράθεση τεραστίων αριθµητικών πινάκων,

σήµερα µια στατιστική έρευνα χωρίζεται στα εξής στάδια: 
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ΒΒαασσιικκέέςς  έέννννοοιιεεςς::  

• status

• συστηµατική συλλογή στοιχείων

• βιοµηχανία, εµπόριο

• στάδια στατιστικής έρευνας

ΣΣττόόχχοοςς  ττοουυ  µµααθθήήµµααττοοςς::  Εισαγωγή στην έννοια της στατιστικής.
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• ΣΣυυλλλλοογγήή  δδεεδδοοµµέέννωωνν

• ΈΈλλεεγγχχοοςς  δδεεδδοοµµέέννωωνν (καταµέτρηση, διάταξη, διόρθωση λαθών, συµπλήρωση ελλιπών στοιχείων).

• ΠΠααρροουυσσίίαασσηη  δδεεδδοοµµέέννωωνν  (πίνακες, διαγράµµατα)

• ΕΕππεεξξεερργγαασσίίαα  ττωωνν  δδεεδδοοµµέέννωωνν µε σκοπό την εξαγωγή χρήσιµων συµπερασµάτων.

Ο κλάδος της Στατιστικής που ασχολείται µε τα δύο πρώτα στάδια λέγεται σσχχεεδδιιαασσµµόόςς  ππεειιρρααµµάάττωωνν (exper-

imental design). Ο κλάδος που ασχολείται µε το τρίτο στάδιο είναι η ππεερριιγγρρααφφιικκήή  σσττααττιισσττιικκήή (descriptive sta-

tistics).

Και τέλος η εεππααγγωωγγιικκήή  σσττααττιισσττιικκήή περιλαµβάνει τις µεθόδους µε τις οποίες γίνεται η προσέγγιση των

χαρακτηριστικών ενός µεγάλου συνόλου δεδοµένων, από την µελέτη των χαρακτηριστικών ενός µικρού

υποσυνόλου των δεδοµένων.

Σε κάθε χώρα έχουν δηµιουργηθεί αυτοτελείς στατιστικοί οργανισµοί µε σκοπό τον αποτελεσµατικό

συνονισµό όλων των στατιστικών εργασιών. Τέτοιος οργανισµός στην Ελλάδα είναι Ε.Σ.Υ.Ε. (Εθνική Στατιστική

Υπηρεσία) (http://www.statistics.gr/). Οι στατιστικές που πραγµατοποιεί η Ε.Σ.Υ.Ε. είναι µηνιαίες, τριµηνιαίες,

ετήσιες, ανά 5ετία και ανά 10ετία, και καλύπτουν όλους σχεδόν τους τοµείς δραστηριότητας. Πληθυσµιακά

στοιχεία, στοιχεία απασχόλησης και ανεργίας, στοιχεία που αφορούν την υγεία, την κοινωνική ασφάλιση, την

παιδεία, την παραγωγική διαδικασία, τις τιµές, το εθνικό εισόδηµα κ.τ.λ.

Βασικός χρήστης των στατιστικών και δεικτών που καταρτίζει η Ε.Σ.Υ.Ε. είναι το Κράτος, που χρησιµοποιεί

τα στοιχεία αυτά για να χαράξει τις επιµέρους πολιτικές στους διάφορους τοµείς. Η Ευρωπαϊκή Ένωση µε τη

βοήθεια του ευρωπαϊκού στατιστικού γραφείου EUROSTAT (http://europa.eu.int/comm/eurostat/) χρειάζεται

τα επιµέρους στοιχεία των κρατών-µελών, για να συνθέσει τις ευρωπαϊκές στατιστικές. Επίσης, υπάρχουν και

διεθνείς οργανισµοί όπως η UNESCO µε το στατιστικό της ινστιτούτο (http://www.uis.unesco.org) µε αντικείµενο

τη συλλογή, παρουσίαση και την επεξεργασία αριθµητικών πληροφοριών για τα επί µέρους κράτη και τις

µεταξύ τους οικονοµικές σχέσεις.

Βασικές έννοιες της Στατιστικής έχουν εισχωρήσει και ενσωµατωθεί σε όλες τις επιστήµες (Ανθρωπιστικές,

Κοινωνικές, Οικονοµικές, Τεχνολογικές, Επιστήµες Υγείας, κ.ά.). Η ανάλυση σύνθετων φαινοµένων απαιτεί

από τους στατιστικούς τη χρησιµοποίηση των καταλληλότερων στατιστικών µεθόδων στις µεγάλες απαιτήσεις

των παραπάνω επιστηµονικών χώρων.

Θα εξετάσουµε στην συνέχεια του βιβλίου τα κυριότερα κεφάλαια των Μαθηµατικών που αφορούν τη

Στατιστική των οποίων η γνώση, εκτός από απαραίτητη, προσφέρει στον εκπαιδευόµενο µία βαθύτερη

κατανόηση της στατιστικής ως θεµελιωµένης επιστήµης.
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22..  ΣΣΥΥΛΛΛΛΟΟΓΓΗΗ  ΣΣΤΤΟΟΙΙΧΧΕΕΙΙΩΩΝΝ

ΠΠρροοσσδδοοκκώώµµεενναα  ααπποοττεελλέέσσµµαατταα::  ο εκπαιδευόµενος µαθαίνει τις µεθόδους συλλογής στοχείων και είναι

σε θέση να διαχωρίζει τις τυχαίες µεταβλητές.

22..11..  ΣΣΤΤΑΑΤΤΙΙΣΣΤΤΙΙΚΚΗΗ  ΜΜΟΟΝΝΑΑ∆∆ΑΑ  --  ΣΣΤΤΑΑΤΤΙΙΣΣΤΤΙΙΚΚΟΟΣΣ  ΠΠΛΛΗΗΘΘΥΥΣΣΜΜΟΟΣΣ

Η σσττααττιισσττιικκήή  µµοοννάάδδαα µπορεί να είναι ένα αντικείµενο, ένα άτοµο, µια εταιρεία, ένα ίδρυµα ή κάποιο γεγονός

(εκλογική αναµέτρηση) και γενικά είναι αυτό από το οποίο λαµβάνουµε τις πληροφορίες που επιθυµούµε να

επεξεργαστούµε και να αναλύσουµε στατιστικά.

Οι στατιστικές µονάδες µπορεί να είναι ααππλλέέςς (ένα άτοµο, ένα αντικείµενο, µια µέρα) είναι, όµως, δυνατό

να είναι και σσυυννθθέέττεεςς και να αποτελούνται από περισσότερα αντικείµενα ή πρόσωπα, όπως η οικογένεια, η

µηνιαία ή ετήσια παραγωγή µιας βιοµηχανίας κ.λ.π.

Το σύνολο των στατιστικών µονάδων, των οποίων επιθυµούµε τη  µελέτη ενός ή περισσοτέρων

συγκεκριµένων χαρακτηριστικών, ονοµάζεται ππλληηθθυυσσµµόόςς  ήή  σσττααττιισσττιικκόόςς  ππλληηθθυυσσµµόόςς.

Ένα από τα βασικά στοιχεία που πρέπει να ορίζουµε για τον πληθυσµό είναι τα όριά του, δηλαδή ποιες είναι

ακριβώς οι στατιστικές µονάδες του πληθυσµού που θα µελετηθούν.

Για παράδειγµα, αν θελήσει να µελετήσει ορισµένα χαρακτηριστικά των κατοίκων της Ραφήνας, δεν θα

πρέπει να κάνει την έρευνα στο λιµάνι µια Παρασκευή απόγευµα ή Σάββατο πρωί, ή ένα Σαββατοκύριακο τους

θερινούς µήνες. ∆εν αρκεί, λοιπόν, µόνο ο προσδιορισµός των γεωγραφικών ορίων µιας πόλης.

Ο στατιστικός πληθυσµός µπορεί να είναι άπειρος, όπως η παραγωγή ενός προϊόντος, οι γεννήσεις βρεφών

σε µία πόλη ή πεπερασµένος όπως οι αφίξεις και αναχωρήσεις των αεροσκαφών µια συγκεκριµένη µέρα στο

αεροδρόµιο Ελ. Βενιζέλος.
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ΒΒαασσιικκέέςς  έέννννοοιιεεςς::  

• στατιστική µονάδα

• πληθυσµός

• µεταβλητές

• παρατήρηση

ΣΣττόόχχοοςς  ττοουυ  µµααθθήήµµααττοοςς::

Εισαγωγή στις παραπάνω έννοιες που αφορούν τη συλλογή δεδοµένων και τη στατιστική
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22..22..  ΜΜΕΕΘΘΟΟ∆∆ΟΟΙΙ  ΣΣΥΥΛΛΛΛΟΟΓΓΗΗΣΣ  ΣΣΤΤΟΟΙΙΧΧΕΕΙΙΩΩΝΝ

Οι διάφορες µέθοδοι συλλογής στατιστικών στοιχείων συνεχίζονται σε δύο µεγάλες οµάδες: τις απογραφές

και τις δειγµατοληπτικές έρευνες.

Απογραφή ονοµάζεται η διαδικασία µε την οποία συλλέγονται οι παρατηρήσεις όλων των µονάδων ενός

πληθυσµού σε µια συγκεκριµένη χρονική στιγµή.

Μπορεί να έχουµε τις:

• ∆ηµογραφικές απογραφές στις οποίες συλλέγονται στοιχεία σχετικά µε το φύλο, την ηλικία, το επάγγελµα,

κ.τ.λ.

• Οικονοµικές απογραφές στις οποίες συγκεντρώνονται στοιχεία σχετικάµε την οικονοµική κατάσταση.

• Βιοµηχανικές απογραφές, στις οποίες συλλέγουµε πληροφορίες σχετικά µε την οικονοµική δραστηριότητα

των βιοµηχανιών, το αριθµό των απασχολούµενων, το επίπεδο µηχανοργάνωσης, κ.τ.λ.

• Γεωργικές απογραφές, στις οποίες συγκεντρώνουµε στοιχεία που αφορούν τις εκτάσεις που

καλλιεργούνται, το είδος της γεωργικ΄ς παραγωγής, τον αριθµό των γεωργικών µηχανηµάτων, κ.τ.λ.

Στην Ελλάδα η Ε.Σ.Υ.Ε. πραγµατοποιεί απογραφή του πληθυσµού κάθε 10 χρόνια (τελευταία τον Μάρτιο

του 2001).

Τα µειονεκτήµατα των απογραφών είναι:

• ΤΤοο  µµεεγγάάλλοο  κκόόσσττοοςς, καθώς χρηάζεται ειδική προεργασία και µεγάλο αριθµό απογραφέων.

• ΤΤηη  µµηη  ύύππααρρξξηη  πποολλλλώώνν  εεξξεειιδδιικκεευυµµέέννωωνν  ααττόόµµωωνν, που έχει ως συνέπεια την συγκέντρωση εσφαλµένων

στοιχείων τα οποία µπορεί να δώσουν λανθασµένη εικόνα της διόρθωσης του πληθυσµού.

• ΤΤηη  µµηη  εεππίίκκααιιρρηη  έέκκδδοοσσηη  ττωωνν  ααπποοττεελλεεσσµµάάττωωνν, λόγω του µεγάλου όγκου των πληροφοριών.

∆∆εειιγγµµααττοολληηψψίίαα είναι απογραφή ορισµένων συγκεκριµένων χαρακτηριστικών ενός τµήµατος του πληθυσµού.

Το τµήµα του πληθυσµού που απογράφεται ονοµάζεται δείγµα. Η δειγµατοληψία πραγµατοποιείται σε

συγκεκριµένα στάδια ανάλογα µε τη µέθοδο που επιλέγουµε. Εκτενέστερη αναφορά πραγµατοποιείται στο

10ο κεφάλαιο, όπου εξετάζεται αποκλειστικά η έννοια της δειγµατολειψίας. 

Τα συµπεράσµατα, που θα προκύψουν από την µελέτη ενός δείγµατος, θα ισχύουν µε ικανοποιητική

ακρίβεια για ολόκληρο τον πληθυσµό, αν το δείγµα είναι ααννττιιππρροοσσωωππεευυττιικκόό,, δηλαδή αν έχει επιλεγεί κατά τέτοιο

τρόπο, ώστε κάθε µονάδα του πληθυσµού να έχει την ίδια δυνατότητα να επιλεγεί.

Ενδεικτικό είναι το ακόλουθο παράδειγµα στις επιλογές των Η.Π.Α. το 1936. Το περιοδικό Literary Digest

χρησιµοποιώντας δείγµα 2.400.000 ατόµων πρόβλεψε νίκη του Landon µε ποσοστό 57%. Αντίθετα, το

δηµοσκοπικό γραφείο του G. Gallup χρησιµοποιώντας δείγµα 50.000 ατόµων πρόβλεψε το σωστό αποτέλεσµα

που ήταν νίκη των Roosvelt µε ποσοστό 62%.

Οι αρχές και οι µεθόδοι επιλογής του δείγµατος είναι αντικείµενο της ∆∆εειιγγµµααττοολληηψψίίααςς.
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∆∆ιιάάγγρρααµµµµαα  ττααξξιιννόόµµηησσηηςς  µµεεττααββλληηττώώνν

22..33..  ΜΜΕΕΤΤΑΑΒΒΛΛΗΗΤΤΕΕΣΣ

ΤΤυυχχααίίαα  µµεεττααββλληηττήή  ήή  ααππλλάά  µµεεττααββλληηττήή ονοµάζουµε oποιοδήποτε χαρακτηριστικό ως προς το οποίο εξετάζουµε

ένα πληθυσµό και το οποίο παίρνει µια ή περισσότερες διαφορετικές τιµές. Για παράδειγµα το φύλο, η ηλικία,

το ύψος, η τιµή του πετρελαίου σε διαφορετικές χρονικές στιγµές. 

Οι µεταβλητές συµβολίζονται µε κεφαλαία γράµµατα X, Ψ, Z και ο όρος ππααρρααττηηρρηηθθεείίσσαα  ττιιµµήή  ήή  ππααρρααττήήρρηησσηη

χρησιµοποιείται για την αριθµητική ή άλλη συµβολική της έκφραση.

Οι µεταβλητές διακρίνονται σε δύο µεγάλες κατηγορίες ΠΠοοιιοοττιικκέέςς και ΠΠοοσσοοττιικκέέςς.

ΠΠοοιιοοττιικκέέςς µεταβλητές είναι αυτές που αναφέρονται σε κάποιο ποιοτικό χαρακτηριστικό και οι τιµές τους

δεν είναι αριθµητικές Για παράδειγµα επίπεδο εκπαίδευσης, µητρική γλώσσα, βιοτικό επίπεδο, κ.τ.λ.

Επιπλέον οι ποιοτικές µεταβλητές χωρίζονται σε:

• ΟΟννοοµµαασσττιικκέέςς µεταβλητές, οι οποίες επιδέχονται µόνο αυθαίρετη κατάταξη όπως π.χ. φύλο, θρησκεία,

κ.τ.λ.

• ∆∆ιιααττάάξξιιµµεεςς µεταβλητές, οι οποίες επιδέχονται µέτρηση ανωτέρου επιπέδου που επιτρέπει την ιεράρχησή

τους, όπως π.χ. χαρακτηρισµός πτυχίου (άριστα, λίαν καλώς, καλώς), σοβαρότητας µιας ασθένειας (ήπια,

µέτρια, σοβαρή), της γνώµης για κάποιο µέτρο (διαφωνώ πλήρως, διαφωνώ σε κάποια σηµεία, συµφωνώ,

συµφωνώ πλήρως).

ΠΠοοσσοοττιικκέέςς είναι οι µεταβλητές των οποίων οι τιµές είναι αριθµητικές και επιδέχονται µέτρηση. Για

παράδειγµα το εισόδηµα, το βάρος, το ύψος, ο αριθµός των παιδιών µιας οικογένειας.

Οι ποσοτικές µεταβλητές διακρίνονται σε δύο κατηγορίες, τις:
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ΜΕΤΑΒΛΗΤΕΣ

ΠΟΙΟΤΙΚΕΣ ΠΟΣΟΤΙΚΕΣ

Ονοµαστικές

∆ιαστήµατα Αναλογικές ∆ιαστήµατα Αναλογικές

∆ιατάξιµες ∆ιακριτέςΣυνεχείς
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• ∆∆ιιαακκρριιττέέςς, οι οποίες παίρνουν µόνο «µεµονωµένες» αριθµητικές τιµές όπως για παράδειγµα, το νούµερο

των ανδρικών υποδηµάτων, ο αριθµός των παιδιών µιας οικογένειας, ο αριθµός των ελαττωµάτων ενός

προϊόντος.

• ΣΣυυννεεχχεείίςς οι οποίες µπορούν να πάρουν οποιαδήποτε τιµή µέσα από ένα συνεχές διάστηµα, όπως για

παράδειγµα το βάρος, το ύψος, η διάρκεια µιας τηλεφωνικής συνδιάλεξης.

ΠΠααρρααττήήρρηησσηη::  Ο διαχωρισµός µεταξύ διακριτών και συνεχών µεταβλητών είναι δύσκολος στην πράξη λόγω

των περιορισµών που επιβάλουν τα όργανα µέτρησης. Έτσι για π.χ. το βάρος ενός συνόλου

ατόµων επειδή µετριέται µε ακρίβεια γραµµαρίου µας δίνει διακριτές τιµές, όπως 63, 512 Kg

67, 383 Kg κ.τ.λ.

Οι ποσοτικές µεταβλητές διακρίνονται επιπλέον και σε δύο άλλες κατηγορίες, τις: 

• Μεταβλητές διαστήµατος, όπως π.χ. βαθµός πτυχίου (5, 10).

• Αναλογικές µεταβλητές, όπως για π.χ. χιλιοµετρική απόσταση.

ΕΕφφααρρµµοογγήή  11

Τα αποτελέσµατα των εξετάσεων των φοιτητών του Μαθηµατικού τµήµατος στο µάθηµα της Στατιστικής ήταν

τα ακόλουθα: 2, 3, 3, 4, 4, 5, 7, 5, 5, 9. Να βρεθεί:

i) Ποιος είναι ο πληθυσµός;

ii) Ποια είναι τα άτοµά;

iii) Ποιες είναι οι παρατηρήσεις;

iv) Ποια είναι η µεταβλητή και σε ποια κατηγορία ανήκει;

v) Ποιες είναι οι τιµές των µεταβλητών;

ΛΛΥΥΣΣΗΗ

i) Ο πληθυσµός είναι οι 10 φοιτητές του Μαθηµατικού τµήµατος.

ii) Κάθε φοιτητής είναι ένα άτοµο.

iii) Οι παρατηρήσεις είναι: 2, 3, 3, 4, 4, 5, 7, 5, 5, 9.

iv) Η µεταβλητή είναι «ο βαθµός στη Στατιστική» η οποία είναι ποσοτική, διακριτή και µεταβλητή διαστήµατος.

v) Οι τιµές της µεταβλητής είναι 2, 3, 4, 5, 7, 9.

ΕΕφφααρρµµοογγήή  22

Εξετάζουµε τους κατοίκους µιας πόλης ως προς τα παρακάτω χαρακτηριστικά:

i) Φύλο ii) ύψος iii) µορφωτικό επίπεδο iv) εισόδηµα v) θρήσκευµα 

Να χαρακτηρίσετε τις παραπάνω µεταβλητές.

ΛΛΥΥΣΣΗΗ

i) Το «Φύλο» είναι ποιοτική ονοµαστική µεταβλητή.

ii) Το «ύψος» είναι ποσοτική συνεχής µεταβλητή διαστήµατος 

iii) Το «µορφωτικό επίπεδο» είναι ποιοτικά διατάξιµη µεταβλητή.

iv) Το «εισόδηµα» είναι ποσοτική συνεχής αναλογική µεταβλητή.

v) Το «θρήσκευµα» είναι ποιοτική ονοµαστική µεταβλητή. 

6
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ΕΕΞΞΑΑΣΣΚΚΗΗΣΣΗΗ

1. Να αντιστοιχίσετε τις παρακάτω µεταβλητές της στήλης Α µε τις παρατηρηθείσες τιµές στη στήλη Β.

2. Να συνδέσετε µε µία γραµµή κάθε µεταβλητήτης στήλης Α µε τον αντίστοιχο χαρακτρισµό της στη στήλη

Β.

3. Σε µια δειγµατοληπτική έρευνα για το βάρος των εµπορευµάτων µιας αποθήκης φρούτων, βρέθηκαν 10

κιβώτια µε τα εξής κιλά:

15, 23, 30, 15, 14, 10, 18, 10, 9, 20

Να βρείτε: i) Ποιος είναι ο πληθυσµός;

ii) Ποια είναι η µεταβλητή και σε ποια κατηγορία ανήκει;

iii) Ποιες είναι οι παρατηρήσεις;

iv) Ποιες είναι οι τιµές των µεταβλητών;

4. Για να βρούµε την άποψη των κατοίκων µιας χώρας για την ένταξη της χώρας στην Ο.Ν.Ε., παίρνουµε

δείγµα 1000 ατόµων. Ποιος είναι ο καλύτερος κατά τη γνώµη σας τρόπος επιλογής του δείγµατος; 

Στήλη Α Στήλη Β

Μηνιαίο εισόδηµα Ποιοτική, διατάξιµη

Μονάδες εισαγωγής 

σε ΑΕΙ-ΤΕΙ Ποσοτική, διακριτική, διαστήµατος

Βιοτικό επίπεδο Ποσοτική, διακριτή, αναλογική

Θρήσκευµα Ποσοτική, συνεχής, αναλογική

Αριθµός δωµατίων κατοικίας Ποιοτική, συνεχής, διαστήµατος

Χρόνια σπουδών Ποιοτική, ονοµαστική

Στήλη Α Στήλη Β

Μεταβλητή Παρατηρηθείσα τιµή

Θερµοκρασία περιβάλλοντος Ρουµανικά

Μητρική γλώσσα Καλή

Κατάσταση υγείας 190 C

Χαρακτηρισιµός πτυχίου Εποχιακή

Εργασιακή κατάσταση Απόφοιτος Τ.Ε.Ι.

Τύπος απασχόλησης Καλώς

7
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1. Εξετάζουµε µόνο ενηλίκους.

2. Εξετάζουµε µόνο άτοµα από επαρχιακές πόλεις.

3. Εξετάζουµε µόνο άτοµα υψηλού µορφωτικού επιπέδου.

4. εξετάζουµε άτοµα από διαφορετικές περιοχές και ηλικίες.

5. Εξετάζουµε ενήλικες µε ποσόστωση σε µορφωτικό επίπεδο αντίστοιχη της συνολικής διαστρωµάτωσης

του πληθυσµού και από διαφορετικές περιοχές.

5. Από ένα σύνολο 100 µαθητών (60 αγόρια και 40 κορίτσια) επιλέγουµε ένα δείγµα 15 µαθητών (9 αγόρια και

6 κορίτσια). Είναι το δείγµα αντιπροσωπευτικό; 

∆ικαιολογήστε την απάντησή σας.

6. Να ορίσετε από µια µεταβλητή για καθένα από τα παρακάτω δείγµατα, ως προς την οποία µπορούµε να τα

µελετήσουµε: α) οι τηλεθεατές σε µια κοινότητα, β) οι φίλαθλοι µιας οµάδας, γ) οι µαθητές µιας τάξης του

Λυκείου.

7. Υποθέτουµε ότι ο πρόεδρος µιας ποδοσφαιρικής οµάδας θέλει να µάθει την γνώµη των φιλάθλων της οµάδας

για τον τόπο κατασκευής ενός νέου γηπέδου. Αν ρωτήσει 150 άτοµα που παρακολουθούν τον αγώνα µπάσκετ

της οµάδας του ίδιου σωµατίου, θα µπορούσε να αποκτήσει µια καλή ιδέα για την γνώµη των φιλάθλων; Εξηγήστε

την απάντησή σας χρησιµοποιώντας τους όρους «πληθυσµός» και «δείγµα».

Η εκµάθηση των βασικών εννοιών της Στατιστικής γίνεται πιο ενδιαφέρουσα, όταν µπορούµε να αργαστούµε

µε πληροφορίες που συλλέγονται από εµάς. Η απλούστερη συλλογή δεδοµένων µπορεί να αφορά πληροφορίες

για τους συµµαθητές σας. Ξεκινήστε την έρευνα σας και κρατήστε τα δεδοµένα που θα συλλέξετε. Στο τέλος

κάθε παραγράφου θα υπάρχουν ερωτήσεις που θα αφορούν τα δεδοµένα αυτά.

∆∆ΡΡΑΑΣΣΤΤΗΗΡΡΙΙΟΟΤΤΗΗΤΤΑΑ

Κάθε µαθητής να κατασκευάσει ένα έντυπο ερωτηµατολογίου, να µοιραστεί σε κάθε συµµαθητή του

και να συλλέξει απαντήσεις, ανώνυµα, που µπορεί να αφορούν:

• Φύλο

• Ηλικία 

• Ύψος (σε cm)

• Βάρος (σε kg)

• Χρώµα µαλλιών

• Χρώµα µατιών

• Είναι δεξιόχειρας, αριστερόχειρας ή αµφίχειρας

• Αριθµό των αδελφών

Προσθέστε ο καθένας από εσάς τρεις τουλάχιστον ερωτήσεις για µεταβλητές που σας ενδιαφέρουν.

Κατασκευάστε το ερωτηµατολόγιο µε τέτοιο τρόπο που να είναι ελκυστικός για τους συµµαθητές σας

να απαντήσουν και εύκολος για εσάς στη συλλογή δεδοµένων.

8
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Μία απλή απαρίθµηση των εφαρµογών της Στατιστικής που είναι βασικά µια εφαρµοσµένη επιστήµη,

αποδεικνύει ότι αυτή χρησιµοποιείται σε όλους σχεδόν τους τοµείς της ανθρώπινης δραστηριότητας.

Στην παράγραφο αυτή ο εκπαιδευόµενος µαθαίνει για τη βασική έννοια της Στατιστικής που είναι η

∆ειγµατοληψία καθώς και για τα απαραίτητα εργαλεία της προκειµένου να πραγµατοποιηθεί που είναι

ο πληθυσµός και οι µεταβλητές.

ΒΒιιββλλιιοογγρρααφφίίαα  //  IInntteerrnneett

«Στατιστική», Α. Πέτρος Κιόχος 

«Πιθανότητες και Στατιστική», Spiegel M. R., µετάφραση Σ. Περσίδη, Αθήνα

«Στατιστική» ∆ρακάτου Κ., Αθήνα, 1984

«Στατιστική» Κάκουλλου Θ., Αθήνα, 1972

«Στατιστική» Φραγκάκη Χαρ., Θεσσαλονίκη, 1985

«Πιθανότητες» Κάκουλλου, Αθήνα

www.statistics.gov.uk: επίσηµο site της Μ. Βρετανίας για την κοινωνία, την αγορά εργασιάς, την οικονοµία.

(Home of official U.K. statistics)

www.en. wikipedia.org/wiki/statistics: ο όρος statistics στην ηλεκτρονική εγκυκλοπαίδεια Wikipedia.

ΟΟ∆∆ΗΗΓΓΟΟΣΣ  ΓΓΙΙΑΑ  ΠΠΕΕΡΡΑΑΙΙΤΤΕΕΡΡΩΩ  ΜΜΕΕΛΛΕΕΤΤΗΗ

««ΜΜααθθηηµµααττιικκάά  κκααιι  ΣΣττοοιιχχεείίαα  ΣΣττααττιισσττιικκήήςς»»,,  ΕΕκκδδόόσσεειιςς  ΣΣττααµµοούύλληηςς,,  ΓΓιιώώρργγοοςς  ΚΚααλλααϊϊττζζήήςς

Στο βιβλίο αυτό ο ενδιαφερόµενος µπορεί να βρει βασικές γνώσεις Μαθηµατικών απαραίτητες στην επιστήµη

της Στατιστικής, υπάρχουν 415 ασκήσεις, 152 ερωτήσεις, σύνοψη, ανάπτυξη καθώς και ερωτήσεις κατανόησης,

ώστε να υπάρχει η καλύτερη δυνατή κατανόηση βασικών εννοιών.

««ΠΠεερριιγγρρααφφιικκήή  ΣΣττααττιισσττιικκήή»»,,  ΒΒαασσ..  ΜΜππέέννοοςς

Ο ενδιαφερόµενος για θέµατα Στατιστικής µπορεί στις σελίδες του βιβλίου να βρει τα βασικά θέµατα που

αφορούν της επιστήµη της Στατιστικής όπως πληθυσµός, δείγµα., µέτρα θέσης και διασποράς, είδη

αριθµοδείκτων, πλαισιωµένα µε εφαρµογές για την καλύτερη κατανόηση τους.

9
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33..  ΠΠΑΑΡΡΟΟΥΥΣΣΙΙΑΑΣΣΗΗ  ΣΣΤΤΟΟΙΙΧΧΕΕΙΙΩΩΝΝ

ΠΠρροοσσδδοοκκώώµµεενναα  ααπποοττεελλέέσσµµαατταα::  ο εκπαιδευόµενος εξοικειώνεται µε τους τρόπους παρουσίασης

στατιστικών στοιχείων, µαθαίνει να τους κατασκευάζει και να τους ερµηνεύει.

ΕΕιισσααγγωωγγιικκέέςς  ππααρρααττηηρρήήσσεειιςς::  µετά τη συλλογή των δεδοµένων, όπως αυτή περιγράφηκε στο προηγούµενο κεφάλαιο,

το επόµενο βήµα είναι η παρουσίαση και οπτικοποίσηση των στατιστικών δεδοµένων. Αναγκαία, λοιπόν, είναι η

κατασκευή συνοπτικών πινάκων ή γραφικών παραστάσεων µε τέτοιο τρόπο, ώστε να µπορεί ο εκπαιδευόµενος

να αναλύει εύκολα τα στοιχεία και να εξάγει άµεσα χρήσιµα συµπεράστατα.

33..11..  ΚΚΑΑΤΤΑΑΝΝΟΟΜΜΗΗ  ΣΣΥΥΧΧΝΝΟΟΤΤΗΗΤΤΩΩΝΝ

Από την εξέταση ενός δείγµατος 50 οικογενειών, ως προς τον αριθµό των παιδιών τους, προέκυψαν τα

παρακάτω δεδοµένα:

1  1  2  0  3  1  3  1  2  2

2  3  0  1  1  2  0  4  1  4

1  0  2  1  4  2  3  1  0  0

0  1  4  2  1  3  1  2  4  1

2  3  1  3  1  2  0  2  1  2

Αν µας ζητηθεί να δώσουµε απαντήσεις στα εξής ερωτήµατα:

i) Πόσες οικογένειες έχουν δύο παιδιά;

ii) Πόσες οικογένειες δεν έχουν παιδιά;

iii) Ποιος αριθµός παιδιών είναι ο πιο συνηθισµένος;  

11

ΒΒαασσιικκέέςς  έέννννοοιιεεςς::  

• κατανοµή • αθροιστική σχετική συχνότητα

• συχνότητα • πίνακες - διαγράµµατα

• σχετική συχνότητα • οµαδοποίηση

• αθροιστική συχνότητα

ΣΣττόόχχοοςς  ττοουυ  µµααθθήήµµααττοοςς::

Εισαγωγή και εξάσκηση στην παρουσίαση των στατιστικών δεδοµένων.
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Οι απαντήσεις στα ερωτήµατα αυτά µπορούν να βρεθούν από την αρχική λίστα των δεδοµένων που έχουµε.

∆εν είναι εύκολο όµως να δώσουµε άµεσα απαντήσεις. Αν µάλιστα το δείγµα ήταν αρκετό µεγαλύτερο, τότε

θα χρειαζόµασταν αρκετή ώρα για να απαντήσουµε µε ακρίβεια στα παρακάτω ερωτήµατα.

Είναι αναγκαία λοιπόν η κατασκευή στατιστικών πινάκων. Στους στατιστικούς πίνακες οι πληροφορίες

τοποθετούνται σε γραµµές και στήλες µε τέτοιο τρόπο ώστε να διευκολύνεται η σύγκριση των στοιχείων που

παρουσιάζονται και η εξαγωγή συµπερασµάτων για το δείγµα του πληθυσµού που µελετούµε. 

Οι πίνακες διακρίνονται σε:

Κάθε πίνακας πρέπει να έχει τα παρακάτω στοιχεία:

• ΤΤοονν  ττίίττλλοο, ο οποίος δηλώνει συνοπτικά το περιεχόµενο τον πίνακα.

• ΤΤιιςς  εεππιικκεεφφααλλίίδδεεςς, γραµµών και στηλών που δείχνουν συνοπτικά τη φύση και τις µονάδες µέτρησης των

δεδοµένων

• ΤΤοο  κκύύρριιοο  σσώώµµαα, που περιέχει διαχωρισµένα µέσα στις γραµµές και στις στήλες τα στατιστικά δεδοµένα.

• ΤΤηηνν  ππηηγγήή, που αναγράφεται στο κάτω µέρος του πίνακα και δείχνει την προέλευση των στατιστικών

στοιχείων.

∆ύο παραδείγµατα τέτοιων πινάκων δίνονται παρακάτω:

ΓΓΕΕΝΝΙΙΚΚΟΟΥΥΣΣ  ΠΠΙΙΝΝΑΑΚΚΕΕΣΣ ΕΕΙΙ∆∆ΙΙΚΚΟΟΥΥΣΣ  ΠΠΙΙΝΝΑΑΚΚΕΕΣΣ

που περιέχουν όλες τις πληροφρίες

της έρευνας, τις περισσότερες φορές

µε αρκετά λεπτοµερή στοιχεία

που είναι συνοπτικοί, σαφείς

και αναφέρονται σε συγκεκριµένες

πληροφορίες της έρευνας,

χρησιµοποιώντας ορισµένες φορές

κάποια στοιχεία από τους γενικούς

πίνακες.

12
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Για να κατασκευάζουµε τον πίνακα συχνοτήτων για τον αριθµό των παιδιών που έχουν οι 50 οικογένειες

που δώσαµε στην αρχή της παραγράφου, εργαζόµαστε ως εξής:

α) Στην πρώτη στήλη γράφουµε κατά σειρά µεγέθους τους αριθµούς των παιδιών που έχουν οι οικογένειες.

β) Στην δεύτερη στήλη «∆ιαλογή» σηµειώνουµε µε µία γραµµή (Ι) για κάθε αντίστοιχο αριθµό που συναντάµε,

σχηµατίζοντας πεντάδες (IIII )

γ) Στην τρίτη στήλη «Συχνότητα» γράφουµε τον φυσικό αριθµό που βρίσκουµε από την καταµέτρηση των

γραµµών της δεύτερης στήλης.

Ο φυσικός αυτός αριθµός που φανερώνει πόσες φορές εµφανίζεται η τιµή x
i 
της µεταβλητής Χ στο σύνολο

των παρατηρήσεων ονοµάζεται συχνότητα ή απόλυτη συχνότητα και συµβολίζεται µε v
i
. Oπότε ο πίνακας

κατανοµής συχνοτήτων είναι: 

Πίνακας 3

Το άθροισµα των συχνοτήτων των τιµήν µιας µεταβλητής X ενός δείγµατος µεγέθους ν είναι ίσο µε το

µέγεθος του δείγµατος. 

∆ηλαδή: 

33..22..  ΣΣΧΧΕΕΤΤΙΙΚΚHH  ΣΣΥΥΧΧΝΝOOΤΤΗΗΤΤΑΑ

Από το προηγούµενο δείγµα των 50 οικογενειών διαπιστώσαµε ότι 17 οικογένειες έχουν 1 παιδί. Οι 17

οικογένειες αποτελούν τα 17___ 0,34 του δείγµατος.
50

Ο αριθµός αυτός που συνήθως εκφράζεται επί τοις % ονοµάζεται σχετική συχνότητα. Μπορούµε να πούµε

ότι το 34% των 50 οικογενειών έχει 1 παιδί. Σχετική συχνότητα f
i
της τιµής x

i
είναι ο αριθµός, που προκύπτει

αν διαιρέσουµε τη συχνότητα v
i
µε το µέγεθος του δείγµατος. 

∆ηλαδή:     f
i
= 

v
i_____,  i = 1, 2, ....., κ

v

Για τη σχετική συχνότητα f
i
, i = 1, 2,..., κ µε κ ≤ v, ισχύουν:

• 0 ≤ f
i
≤ 1 (αφού 0£ vi £ v)

• f
1
+f

2 
+...+f

κ
=1

v
1

+v
2

+v
3

+...+ v
κ

=v 

ΑΑρριιθθµµόόςς  ππααιιδδιιώώνν  xx
ii ∆∆ιιααλλοογγήή ΣΣυυχχννόόττηητταα  vv

ii

0 IIII  III 8

1 IIII  IIII  IIII  II 17

2 IIII  IIII  III 13

3 IIII  II 7

4 IIII 5

ΣΣύύννοολλοο 5500

14
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Οι σχετικές συχνότητες fi των τιµών x
i
µιας µεταβλητής X, εκφράζονται συνήθως επί τοις εκατό και

συµβολίζονται µε f
i
%.

Οπότε για τον πίνακα 3 έχουµε τον ακόλουθο πίνακα κατανοµής σχετικών συχνοτήτων:

Πίνακας 4

Παρατήρηση:

Όταν το πλήθος ν των παρατηρήσεων είναι διαιρέτης ή πολλαπλάσιο του 100, µπορούµε να υπολογίσουµε

τις σχετικές συχνότητες f
i
, χωρίς να κάνουµε την διαίρεση, αλλά να προσπαθούµε µε κατάλληλους

πολλαπλασιασµούς ή διαιρέσεις να τρέπουµε το κλάσµα   σε κλάσµα µε παρανοµαστή το 100. επίσης αν το v

δεν είναι διαιρέτης ή πολλαπλάσιο του 100, ενδέχεται να είναι τέτοιος αριθµός που µε απλοποίηση να γίνει

διαιρέτης του 100 και στη συνέχεια εργαζόµαστε όπως αρχικά.

Π.χ. 1: Να βρεθούν οι σχετικές συχνότητες:

π.χ. 2: Να βρεθούν οι σχετικές συχνότητες

xx
ii

vv
ii

ff
ii

ff
ii
%%

5 6 0,30 30

7 8 0,40 40

9 4 0,20 20

11 2 0,10 10

ΣΣύύννοολλοο 2200 11 110000

ΑΑρριιθθµµόόςς ΣΣυυχχννόόττηητταα ΣΣχχεεττιικκήή  σσυυχχννόόττηητταα ΣΣχχεεττιικκήή  σσυυχχννόόττηητταα

ππααιιδδιιώώνν  ((xx
ii
)) vv

ii
ff
ii

ff
ii
%%

0 8 0,16 16

1 17 0,34 34

2 13 0,26 26

3 7 0,14 14

4 5 0,10 10

ΣΣΥΥΝΝΟΟΛΛΟΟ 5500 11 110000

15
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33..33..  ΑΑΘΘΡΡΟΟΙΙΣΣΤΤΙΙΚΚHH  ΚΚΑΑΙΙ  ΣΣΧΧΕΕΤΤΙΙΚΚHH  ΑΑΘΘΡΡΟΟΙΙΣΣΤΤΙΙΚΚHH  ΣΣΥΥΧΧΝΝOOΤΤΗΗΤΤΑΑ

Σε ποσοτικές µεταβλητές, εκτός από τη συχνότητα f
i
, χρησιµοποιούµε και τις αθροιστικές συχνότητες (Ν

i
) και

τις σχετικές αθροιστικές συχνότητες (F
i
). 

• Ονοµάζουµε αθροιστική συχνότητα (N
i
) της τιµής x

i
την τιµή που εκφράζει το πλήθος των παρατηρήσεων

του δείγµατος, που είναι µικρότερες ή ίσες του x
i
. Έχουµε: 

• N
i 
= v

i 
+ v

2 
+... + v

i
, i = 1, 2,...,κ

• Ν
i
= N

i – 1
+ v

i

• Σχετική αθροιστική συχνότητα (F
i
) είναι το ποσοστό των παρατηρήσεων του δείγµατος που είναι µικρότερες

ή ίσες της x
i
.

Ισχύει: 

•• FF
ii  
==  ff

ii  
++  ff

22  
++......  ++  ff

ii
,, ii  ==  11,,  22,,......,,  κκ

•• FF
ii  
==  FF

ii  ––  11
++  ff

ii

Αν εκφράζεται επί τοις εκατό, τότε F
i
% = f

1
% + f

2
% + ... + f

i
%.

xx
ii

vv
ii

ff
ii

ff
ii
%%

1 24 0,32 32

2 18 0,24 24

3 21 0,28 28

4 12 0,16 16

ΣΣύύννοολλοο 7755 11 110000
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ΕΕφφααρρµµοογγήή  11

Σε ένα τµήµα 25 µαθητών της Α΄ Λυκείου δόθηκε ένα τεστ Μαθηµατικών και προέκυψαν τα παρακάτω

αποτελέσµατα:

11     17     9     16     5

19     13    15    16    15

19     17    10    20    16

19     13     19      5    19

19     15    17    16    10

α) Να κατασκευαστεί πίνακας συχνοτήτων απολύτων και αθροιστικών.

β)   i) Πόσοι µαθητές είχαν βαθµό τουλάχιστον 15;

ii) Πόσοι µαθητές είχαν βαθµό µεγαλύτερο από 13;

iii) Τι ποσοστό µαθητών είναι κάτω από βάση (10);

iv) Τι ποσοστό µαθητών είναι πάνω από 16;

v) Τι ποσοστό µαθητών έχει βαθµό µεταξύ του 15 και 19;

vi) Τι εκφράζει η αθροιστική συχνότητα Ν
5
;

vii) Τι εκφράζει η σχετική αθροιστική συχνότητα F
3
%.  

ΛΛΥΥΣΣΗΗ

α) «Πίνακας κατανοµής συχνοτήτων και αθροιστικών συχνοτήτων απολύτων και σχετικών».

β) i) Βαθµό τουλάχιστον 15 έχουν v – N
i –1

= 25 – N
5

= 25 – 10 = 15 µαθητές  ή  v
6

+ v
7

+ v
8

+ v
9

+ v
10

= 3 +

4 + 3 + 4 + 1 = 15.

ii) Η έκφραση «βαθµό µεγαλύτερο από 13» ισοδυναµεί, σύµφωνα µε τον πίνακα, µε την έκφραση «βαθµό

τουλάχιστον 15», που είναι 15 µαθητές.

iii) Το ποσοστό των µαθητών που είναι κάτω από τη βάση είναι το ποσοστό των µαθητών που έχει «βαθµό

το πολύ 9» και είναι F
2
% = 20%.

iv) Το ποσοστό των µαθητών που έχει βαθµολογία πάνω από 16 είναι το άθροισµα των ποσοστών των

µαθητών µε βαθµολογίες 17, 19, 20 δηλαδή f
8
% + f

9
% + f

10
% = 32% ή το ποσοστό των µαθητών που

έχουν «βαθµολογία τουλάχιστον 17» και είναι 100% - F
7
% = 100% - 68% = 32%.

v) Το ποσοστό των µαθητών που έχει βαθµό µεταξύ του 15 και 19 είναι το άθροισµα των ποσοστών των

µαθητών που έχουν βαθµούς 16 και 17 δηλαδή f
7
% + f

8
% = 16 +12 = 28%

17
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vi) Η αθροιστική συχνότητα Ν
5

= 10 δείχνει ότι 10 από τους 25 µαθητές βαθµολογήθηκαν µε βαθµό

µέχρι και 13.

vii) Η σχετική συχνότητα f
3
% δείχνει ότι το 28% των µαθητών βαθµολογήθηκε µε βαθµό µέχρι και 10.

33..44..  ΓΓΡΡΑΑΦΦΙΙΚΚΕΕΣΣ  ΠΠΑΑΡΡΑΑΣΣΤΤΑΑΣΣΕΕΙΙΣΣ  ΚΚΑΑΤΤΑΑΝΝΟΟΜΜΗΗΣΣ  ΣΣΥΥΧΧΝΝΟΟΤΤΗΗΤΤΩΩΝΝ

Οι στατιστικοί πίνακες, παρά την πληρότητα την οποία παρουσιάζουν και την ακρίβεια των πληροφοριών που

περιέχουν, είναι σχεδόν πάντοτε χρήσιµο οι πληροφορίες που περιέχουν να παρασταθούν µε µορφή διαγραµµάτων

ή γραφικών παραστάσεων. 

Με αυτό τον τρόπο επιτυγχάνεται µια εποπτική αντίληψη του φαινοµένου και επιτρέπεται ο τονισµός των

κύριων χαρακτηριστικών του, αδιαφορώντας για τις λεπτοµέρειες, που τις περισσότερες φορές δεν έχουν και

µεγάλη σηµασία.

Τα διαγράµµατα πρέπει να έχουν τίτλο που να είναι σύντοµος και σαφής και αναγράφεται συνήθως στο

κάτω µέρος τους. Κατά µήκος των αξόνων των διαγραµµάτων πρέπει να σηµειώνονται οι κλίµακες των τιµών

των µεγεθών που απεικονίζονται. Όταν είναι αναγκαίο, θα πρέπει κάτω από το διάγραµµα να αναγράφονται

οι τυχόν υποσηµειώσεις για διευκρινήσεις ή συµπληρωµατικές επεξηγήσεις των µεγεθών που απεικονίζονται.

Τέλος, πρέπει να αναφέρεται και η πηγή από την οποία πήραµε τα αριθµητικά δεδοµένα των µεγεθών.

Τα στατιστικά δεδοµένα που συγκεντρώνουν σ’ ένα πίνακα συχνοτήτων µπορούν να παρουσιαστούν µε τη

µορφή γραφικών παραστάσεων ή διαγραµµάτων. 

Από τις γραφικές παραστάσεις ή τα διαγράµµατα µπορούµε ν’ αναλήσουµε συνοπτικά διάφορες χρήσιµές

πληροφορίες. Με τα διαγράµµατα διευκολύνεται η σύγκριση µεταξύ οµοειδών στοιχείων για τα ίδια ή

διαφορετικά χαρακτηριστικά.

Τα συριότερα είδη γραφικών παραστάσεων είναι:

• Ραβδόγραµµα • ∆ιαγραµµα συχνοτήτων

• Κυκλικό δράγρµµα • Χρονόγραµµα

αα))  ΡΡααββδδόόγγρρααµµµµαα

ΤΤοο  ρρααββδδόόγγρρααµµµµαα  χρησιµοποιείται συνήθως όταν η µεταβλητή X είναι πποοιιοοττιικκήή.

Αποτελείται από ορθογώνιες στήλες που οι βάσεις τους έχουν κοινό µήκος που επιλέγεται αυθαίρετα είναι όµως

τέτοιο ώστε να εξασφαλίζονται κενά µεταξύ δύο διαδοχικών ορθογωνίων. Οι στήλες υψώνονται πάνω σε ορθογώνιο

ή κατακόρυφο άξονα. Το ύψος κάθε στήλης είναι ίσο µε την συχνότητα (vi) ή τη σχετική συχνότητα fi της αντίστοιχης

τιµής της µεταβλητής. Όταν θέλουµε να κάνουµε σύγκριση των αντί-στοιχων τιµών της ίδιας µεταβλητής X για δύο

διαφορετικά δείγµατα, τότε κατα-σκευάζουµε δίπλα ορθογώνια για την ίδια τιµή της µεταβλητής X, ένα για το κάθε

δείγµα.

18
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ΕΕξξααγγωωγγέέςς  ππρροοςς  ΕΕΟΟΚΚ  
τταα  έέττηη  11998866,,  11998877  ((ΙΙαανν..--ΣΣεεππττ..))

ΑΑύύξξηησσηη  ππλληηθθυυσσµµοούύ  11998855--22000055
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ΕΕφφααρρµµοογγήή  22

Σε µια έρευνα για το πώς διαθέτουν 50 µαθητές τον ελεύθερο χρόνο τους πήραµε τον ακόλουθο πίνακα

κατανοµής συχνοτήτων.

Να κατασκευαστούν τα ραβδογράµµατα συχνοτήτων και σχετικών συχνοτήτων.

ΛΛΥΥΣΣΗΗ

ββ))  ∆∆ιιάάγγρρααµµµµαα  σσυυχχννοοττήήττωωνν

Στην περίπτωση πποοσσοοττιικκώώνν  µµεεττααββλληηττώώνν αυτή του ραβδογράµµατος χρησιµοποιείται το διάγραµµα

συχνοτήτων και σχετικών συχνοτήτων.

Αποτελείται από ευθύγραµµα τµήµατα κάθετα στον άξονα της µεταβλητής X, ένα για κάθε τιµή x
i
. Οι τιµές

της µεταβλητής τοποθετούνται στο διάγραµµα σε αύξουσα σειρά. Το ύψος κάθε ευθύγραµµου τµήµατος

είναι ίσο µε την αντίστοιχη συχνότητα vi ή µε την αντίστοιχη σχετική συχνότητα fi. Αν ενώσουµε τα σηµεία

(x
i
, v

i
), i = 1, 2, …, κ µε διαδοχικά ευθύγραµµα τµήµατα δηµιουργείται µια πολυγωνική γραµµή που ονοµάζεται

πολύγωνο συχνοτήτων. Οµοίως αν ενώσουµε τα σηµεία (x
i
, f

i
) δηµιουργείται το πολύγωνο σχετικών

συχνοτήτων. Με τον ίδιο τρόπο κατασκευάζονται και τα διαγράµµατα των αθροιστικών συχνοτήτων.

Αν συµπληρώσουµε τον πίνακα 4 µε τις αθροιστικές συχνότητες, έχουµε: 

vi  
 
 
18 
16 
14 
12 
10 
  8 
  6 
  4 
  2 
 
 

fi% 
35 
 
30 
 
25 
 
20 
 
15 
 
10 
 
 5 
 
                  
 

ΤΗΛΕΟΡΑΣΗ  ΕΞΟ∆ΟΣ  ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΣ       Η.Υ            ΑΛΛΑ

Ραβδόγραµµα συχνοτήτων της µεταβλητής

«∆ΙΑΘΕΣΗ ΕΛΕΥΘΕΡΟΥ ΧΡΟΝΟΥ»

Τ.V.      ΕΞΟ∆ΟΣ  ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΣ Η.Υ.        ΑΛΛΑ

Ραβδόγραµµα σχετ. συχνοτήτων % της µεταβλητής X:

«∆ΙΑΘΕΣΗ ΕΛΕΥΘΕΡΟΥ ΧΡΟΝΟΥ»

xx
ZZ ΣΣυυχχννόόττηητταα  vvii

ΣΣχχεεττιικκήή

ΣΣυυχχννόόττηητταα  ffii

ΣΣχχεεττιικκήή

ΣΣυυχχννόόττηητταα  FF
ii
%%

ΤΗΛΕΟΡΑΣΗ 17 0,34 34
ΕΞΟ∆ΟΣ 10 0,20 20

ΑΘΛΗΤΙΣΜΟΣ 13 0,26 26
Η.Υ. 7 0,14 14

ΑΛΛΑ 3 0,03 6
ΣΣΥΥΝΝΟΟΛΛΑΑ 5500 11 110000
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fi%  
40 
 
30 
 
20 
 
10 
 
  0 
 0     1     2     3     4 
 áñ. ðáéäéþí αρ. παιδιών

Πολύγωνο σχετ. συχνοτήτων f
i
%

vi  
 
20 
 
15 
 
10 
 
  5 
 
  0 
 0     1     2     3     4 
 áñ. ðáéäéþí αρ. παιδιών

∆ιάγραµµα συχνοτήτων (v
i
)

ΑΑρρ..  ππααιιδδιιώώνν  xx
ii

vv
ii

ff
ii

ff
ii
%% NN

ii
FF

ii
FF

ii
%%

0 8 0,16 16 8 0,16 16

1 17 0,34 34 25 0,50 50

2 13 0,26 26 38 0,76 76

3 7 0,14 14 45 0,90 90

4 5 0,10 10 50 1 100

ΣΣύύννοολλοο 11 110000
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γγ))  ΚΚυυκκλλιικκόό  δδιιάάγγρρααµµµµαα  

Το κυκλικό διάγραµµα χρησιµοποιείται για την γραφική παράσταση ποιοτικών ή ποσοτικών µεταβλητών όταν

οι τιµές της µεταβλητής X είναι σχετικά λίγες.

Το κυκλικό διάγραµµα είναι ένας κυκλικός δίσκος χωρισµένος σε κ κυκλικούς τοµείς (όσες και οι τιµές

της µεταβλητής X). Το εµβαδόν Ε
i
κάθε κυκλικού τοµέα είναι ανάλογο προς τις αντίστοιχες συχνότητες v

i
ή

τις σχετικές συχνότητες f
i
. Τα τόξα αi που αντιστοιχούν σε κάθε κυκλικό τοµέα δίνονται από τη σχέση:

α1=360ο =360οf
1
,             i=1,2,...,κ

ΕΕφφααρρµµοογγήή  33

Σε µια έρευνα που έγινε σε 100 µαθητές της Γ΄ Λυκείου ενός σχολείου, οι 40 µαθητές επέλεξαν τις θετικές

επιστήµες, 20 µαθητές τις οικονοµικές, 35 µαθητές τις θεωρητικές επιστήµες και 5 µαθητές τις ιατρικές

επιστήµες. Να κατασκευαστεί το κυκλικό διάγραµµα σχετικών συχνοτήτων.

ΛΛΥΥΣΣΗΗ

Για την κατασκευή του κυκλικού διαγράµµατος βρίσκουµε πρώτα τις επίκεντρες γωνίες αξιοποιώντας τον

τίτλο: αi = 360ο. Οπότε:

Θετικές: α
1

= 360ο = 144ο

Οικονοµικές: α
2

= 360ο = 72ο

Θεωρητικές: α
3

= 360ο = 126ο

Ιατρικές: α
4

= 360ο = 18ο20
100

5
100

35
100

40
100

Fi% 
 100 
   90 
   80 
   70  
   60  
   50 
   40 
   30 
   20 
   10 
     0 
 0     1     2     3     4      

∆ιάγραµµα και πολύγωνο σχετ. αθροιστικών συχνοτήτων F
i
%

22

  
ΘΕΤΙΚΕΣ 40%

ΙΑΤΡΙΚΕΣ 5%

ΘΕΩΡΗΤΙΚΕΣ 35%

ΟΙΚΟΝΟΜΙΚΕΣ

20%
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δδ))  ΧΧρροοννόόγγρρααµµµµαα

Όταν θέλουµε να παρακολουθήσουµε την διαχρονική εξέλιξη διαφόρων µεγεθών, τότε κατασκευάζουµε

τη γραφική παράσταση στην οποία στον οριζόντιο άξονα λαµβάνουµε ισοµήκη διαδοχικά τµήµατα, καθένα από

τα οποία αντιστοιχεί στη µονάδα του χρησιµοποιούµενου χρόνου, και στο κατακόρυφο άξονα παίρνουµε

κλίµακα η οποία πρέπει να καλύπτει τις τιµές της µεταβλητής.

Αναλογία εργαζοµένων γυναικών ως προς το σύνολο των γυναικών στις χώρες ζώνης του Ευρώ (1995-2002).

33..55..  ΟΟΜΜΑΑ∆∆ΟΟΠΠΟΟIIΗΗΣΣΗΗ  ΠΠΑΑΡΡΑΑΤΤΗΗΡΡHHΣΣΕΕΩΩΝΝ

Ζυγίσαµε 55 µαθητές του ∆ηµοτικού και το βάρος τους σε κιλά έδωσε τους παρακάτω αριθµούς:    

Αν ζητηθεί να κατασκευάζουµε πίνακα κατανοµής συχνοτήτων, τότε θα είχαµε πάρα πολλές διαφορετικές

τιµές που τις συναντάµε µια µόνο φορά, και δεν θα διέφερε σηµαντικά ο πίνακας από την καταµέτρηση που

έχουµε πιο πάνω. Στην περίπτωση αυτή κάνουµε οοµµααδδοοπποοίίηησσηη των παρατηρήσεων.

Χωρίζουµε τα δεδοµένα σε µικρό πλήθος οµάδων που λέγονται κλάσεις έτσι, ώστε κάθε τιµή να ανήκει σε µια

κλάση. Το πλήθος των κλάσεων καθορίζεται αυθαίρετα, αλλά καθορίζεται µε τέτοιο τρόπο, ώστε η πρώτη κλάση

να περιλαµβάνει τη µικρότερη παρατήρηση και η τελευταία κλάση να περιλαµβάνει τη µεγαλύτερη παρατήρηση.

Οι κλάσεις είναι διαδοχικά διαστήµατα, συνήθως µε το ίδιο πλάτος, χωρίς όµως να αποκλείεται η περίπτωση

53,5 63,2 56,7 51,4 51,3 53,8 53,9 52,9 63,8 53,9 52,7

54,4 53,6 51,4 52,4 53,6 53,1 57,5 56,9 57,8 62,7 53,9

53,3 59,7 52,0 54,4 53,3 58,7 53,9 61,6 55,6 59,0 53,4

51,4 53,5 52,8 60,4 61,9 62,3 52,9 52,8 51,5 54,1 55,9

53,1 58,7 52,8 53,8 63,0 53,0 56,4 53,2 55,9 57,0 58,2

23
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οι κλάσεις να έχουν και διαφορετικό πλάτος. Το πλήθος κ των κλάσεων γίνεται βάσει συγκεκριµένου κανόνα

από τον ερευνητή, µπορούµε όµως να χρησιµοποιήσουµε ενδεικτικά τον παρακάτω πίνακα:

Όταν θέλουµε να οµαδοποιήσουµε σε ισοπλατείς κλάσεις, βρίσκουµε το εύρος του δείγµατος, δηλαδή τη

διαφορά της µικρότερης από τη µεγαλύτερη παρατήρηση. Στα αριθµητικά δεδοµένα του βάρους των 55

µαθητών είναι: 

R=63,8-51,3=12,5, διαιρούµε µε το πλήθος κ=7 των κλάσεων,

οπότε 12,5:7=1,786. Επιλέγουµε ως πλάτος κλάσης 1,8 (στρογγυλοποιώντας πάντα προς τα πάνω έτσι,

ώστε να περιλαµβάνονται όλες οι τιµές στο προκαθορισµένο αριθµό κλάσεων).

Έτσι σχηµατίζονται οι κλάσεις 51 , 3 - 53 ,1 , 53,1-54,9 , ….

Μια παρατήρηση που συµπίπτει µε το άνω άκρο µιας κλάσης θα τοποθετηθεί στη διαλογή στην αµέσως

επόµενη κλάση. Για παράδειγµα, η παρατήρηση 53,1 θα τοποθετηθεί στην κλάση 53,1 - 54,9.

Αν έχουµε µια κλάση α - β, τότε ο αριθµός x
i
= λέγεται κεντρική τιµή της κλάσης και θα

αντιπροσωπεύει τις παρατηρήσεις αυτής της κλάσης σε ορισµένα µέτρα που θα θέσουµε παρακάτω.

Για τα δεδοµένα του βάρους των 55 µαθητών έχουµε:

Η γραφική παράσταση µιας οµαδοποιηµένης κατανοµής γίνεται µε το ιστόγραµµα. Για να κατασκευάζουµε

ιστόγραµµα και πολύγωνο συχνοτήτων ή σχετικών συχνοτήτων, τοποθετούµε τις κλάσεις στον οριζόντιο άξονα

και δηµιουργούµε ορθογώνια που έχουν πλάτος ίσο µε το πλάτος της κλάσης και ύψος ίσο µε v
i
ή f

i
% αντίστοιχα.

Αν κατασκευάζουµε και δύο ακόµα υποθετικές κλάσεις, µια πριν την πρώτη κλάση και µια µετά την τελευταία

κλάση µε συχνότητες ή σχετικές συχνότητες µηδέν και θεωρήσουµε το µέσα των βάσεων των ορθογωνίων,

τότε αν ενώσουµε αυτά θα πάρουµε το πολύγωνο συχνοτήτων ή σχετικών συχνοτήτων.

ΜΜΕΕΓΓΕΕΘΘΟΟΣΣ  ∆∆ΕΕΙΙΓΓΜΜΑΑΤΤΟΟΣΣ ΑΑΡΡΙΙΘΘΜΜΟΟΣΣ  ΚΚΛΛΑΑΣΣΕΕΩΩΣΣ

µικρότερο του 20 5

20-50 6

50-100 7

100-200 8

200-400 9

400-700 10
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Για την προηγούµενη άσκηση το ιστόγραµµα και πολύγωνο συχνοτήτων είναι:

Για να κατασκευάσουµε το ιστόγραµµα και πολύγωνο αθροιστικών συχνοτήτων ή σχετικών αθροιστικών

συχνοτήτων, τοποθετούµε τις κλάσεις στον οριζόντιο άξονα όπως πριν και δηµιουργούµε ορθογώνια που

έχουν ύψος ίσο µε την αθροιστική συχνότητα N
i
ή τη σχετική αθροιστική συχνότητα F

i
%. Αν ενώσουµε τα

δεξιά άκρα των άνω βάσεων, δηµιουργούµε το πολύγωνο αθροιστικών συχνοτήτων. Έτσι το ιστόγραµµα και

πολύγωνο της σχετικής αθροιστικής συχνότητας της προηγούµενης άσκησης είναι:

Fi% 
 100 
   90 
   80 
   70 
   60 
   50 
   60 
   50 
   40 
   30 
   20 
   10 
     0 
    5,13  53,1  54,9  56,7  58,5 60,3  62,1 63,9         kg    

 vi 
 
 20 
 
 15 
 
 10 
 
   5 
 
   0 
 5,13    53,1  54,9  56,7  58,5 60,3  62,1 63,9      kg      
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ΕΕΞΞΑΑΣΣΚΚΗΗΣΣΗΗ

1. Έχουµε τα δεδοµένα 

0, 0, 0, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 3, 5, 5, 5, 5, 5, 6, 6, 7, 7, 7.

Να κατασκευάσετε πίνακα κατανοµής συχνοτήτων και αθροιστικών συχνοτήτων και να υπολογίσετε τις

τιµές v
2
, f

3
, f

2
%, N

3
, F

5
%.

2. Τα χρήµατα σε ευρώ που ξοδεύουν 25 µαθητές της Γ΄ Γυµνασίου κατά τη διάρκεια της εβδοµάδας, δίνονται

παρακάτω:

5   8   6    8   7  9   10   5   8   7   8   7   6

6   8   9  10 10  5     6   7   7   9   5   9

α) Να κατασκευάσετε πίνακα κατανοµής συχνοτήτων

β) Να βρείτε πόσοι µαθητές ξοδεύουν:

i) το πολύ 7 ευρώ.

ii) τουλάχιστον 8 ευρώ.

iii) ακριβώς 6 ευρώ.

γ) Να βρείτε το ποσοστό των µαθητών που ξοδεύουν:

i) τουλάχιστον 9 ευρώ.

ii) το πολύ 8 ευρώ.

3. Στον παρακάτω πίνακα κατά την διάρκεια της εκτύπωσης χάθηκαν κάποια δεδοµένα. Να συµπληρωθεί ο

πίνακας.

4. Ο παρακάτω πίνακας παρουσιάζει τον αριθµό των δωµατίων που έχουν τα διαµερίσµατα  ενός οικιστικού

συγκροτήµατος. 

i) Να συµπληρώσετε τον πίνακα.

ii) Να κατασκευάσετε πίνακα σχετικών συχνοτήτων και σχετικών

αθροιστικών συχνοτήτων.

iii) Να βρείτε πόσα διαµερίσµατα έχουν:

α) το πολύ 4 διαµερίσµατα.

β) τουλάχιστον 4 διαµερίσµατα.

iv) Τι ποσοστό διαµερισµάτων έχει τουλάχιστον 3 δωµάτια;

xx
ii

vv
ii

ff
ii

ff
ii
%% NN

ii
FF

ii

10 4

11 10

12 15 60

13

14 0,12
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5. Να συµπληρώσετε τον πίνακα που παρουσιάζει τους µετεξεταστέους

µαθητές της Β΄ Λυκείου των σχολείων µιας περιφέρειας και στη

συνέχει να γίνει το ραβδόγραµµα συχνοτήτων.

6. Μια εταιρεία δηµοσκοπήσεων έκανε έρευνα σε ένα δείγµα πολιτών για τις κοµµατικές προτιµήσεις τους και

τα αποτελέσµατα δίνονται στον διπλανό πίνακα.

i) Να βρείτε το µέγεθος του δείγµατος

ii) Να βρείτε πόσοι προτίµησαν το κάθε κόµµα 

iii) Να σχεδιάσετε το ραβδόγραµµα σχετικών συχνοτήτων.

7. Σε µια πόλη της Βόρειας Ελλάδας καταγράψαµε τις µέγιστες ηµερήσιες θερµοκρασίες κατά το µήνα

Σεπτέµβριο και πήραµε τα παρακάτω αποτελέσµατα σε βαθµούς οC:

21   23   24   20   23   25   22   23   23   21

22   21   23   23   24   24   21   20   23   21

21   23   23   21   20   23   24   23   22   24

i) Να κατασκευάσετε πίνακα συχνοτήτων και αθροιστικών συχνοτήτων

ii) Πόσες µέρες η θερµοκρασία ήταν:

α) τουλάχιστον 23οC

β) το πολύ 23οC

γ) τουλάχιστον 22οC και το πολύ 24οC

iii) Να κατασκευάσετε το διάγραµµα και το πολύγωνο συχνοτήτων.

8. Εξετάζουµε 25 οικογένειες µιας πολυκατοικίας ως προς τον αριθµό των παιδιών τους και παίρνουµε το

παρακάτω αποτέλεσµα: 

2   1   2   1   3

3   0   3   2   2

1   4   1   3   2

2   1   0   1   1

1   2   3   0   4

i) Να κατασκευάσετε πίνακα συχνοτήτων και αθροιστικών συχνοτήτων.

ii) Να κατασκευαστούν τα διαγράµµατα συχνοτήτων και σχετικών συχνοτήτων καθώς και το πολύγωνο

σχετικών συχνοτήτων.

iii) Να κατασκευαστεί το διάγραµµα και το πολύγωνο αθροιστικών συχνοτήτων.

iv) Ο ∆ήµος της περιοχής αποφάσισε να δώσει 1000 ευρώ σε κάθε παιδί από το 28% των οικογενειών που

έχουν τα περισσότερα παιδιά. Πόσα χρήµατα θα δαπανηθούν και πόσες οικογένειες θα πάρουν το επίδοµα;
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9. Να µετατρέψετε το διπλανό ραβδόγραµµα συχνοτήτων των

αθληµάτων που προτιµούν οι νέοι µιας περιοχής σε κυκλικό

διάγραµµα. 

10. Το διπλανό κυκλικό διάγραµµα παρουσιάζει το µεταφορικό µέσο

που χρησιµοποιούν 1.440 εργαζόµενοι µιας περιοχής της Αθήνας

για να µεταβούν στην εργασία τους.

i) Πόσοι εργαζόµενοι πηγαίνουν στην εργασία τους µε τα πόδια;

ii) Ποιο ποσοστό εργαζοµένων χρησιµοποιεί µοτοσικλέτα;

iii) Να µετατρέψετε το κυκλικό διάγραµµα σε ραβδόγραµµα συχνοτήτων.

11. Στο παρακάτω χρονόγραµµα παρουσιάζονται τα έξοδα µιας

εταιρείας σε εκατοµµύρια ευρώ από το έτος 2000 έως το 2005.

i) Μετά από ποια χρονιά η εταιρεία αρχίζει να έχει έσοδα; 

ii) Ποια χρονιά η εταιρεία είχε τη µεγαλύτερη ζηµιά και ποια

χρονιά είχε το µεγαλύτερο κέρδος;

iii) Να περιγράψετε την οικονοµική κατάσταση της εταιρείας

το έτος 2003.

iv) Να κατασκευάσετε συγκριτικό ραβδόγραµµα εσόδων – εξόδων.

v) Ποια είναι η συνολική οικονοµική κατάσταση της εταιρείας από το 2000 και µετά;

12. Παρακάτω δίνονται οι εβδοµαδιαίες αποδοχές σε ευρώ 50 υπαλλήλων µιας εταιρείας:

180   110   170   190   195   100   195   195   130   130

200   300   200   300   200   250   250   280   285   285

270   270   300   330   270   275   200   250   250   330

360   360   360   380   330   335   340   370   380   380

400   450   380   380   380   450   500   450   370   370

i) Να γίνει οµαδοποίηση των παρατηρήσεων σε 4 κλάσεις ίσου πλάτους και να κατασκευαστεί ο αντίστοιχος

πίνακας v
i
, f

i
%, N

i
, F

i
%

ii) Να κατασκευάσετε τα ιστογράµµατα και τα αντίστοιχα πολύγωνα συχνοτήτων v
i
και αθροιστικών

συχνοτήτων F
i
%

iii) Να εκτιµήσετε το ποσοστό των υπαλλήλων που οι εβδοµαδιαίες αποδοχές τους είναι πάνω από 350 ευρώ.

28

  
            
 
                 
 
                                
 
      
 
   
 
 40      60    70      90   100  vi 

Βόλεϊ

Ποδόσφαιρο

Μπάσκετ

Πόλο

Χάντµπωλ

               
 
                         
                               120 ï 
         150 ï          30ï   
      60ï 
      

Μέσα Μαζικής
Μεταφοράς

Πεζοί

ΜοτοσικλέταΑυτοκίνητο

       
       
 45 
 40 
 35 
 30 
 25 
 20 
 15 
 10 
  5 
   2000        2001      2002      2003      2004       2005  

ΕΣΟ∆Α
--------- ΕΞΟ∆Α

statistiki_001-046.qxd  22/5/2007  3:35 ��  Page 28



13. Στο παρακάτω σχήµα δίνεται το πολύγωνο αθροιστικών

σχετικών συχνοτήτων του βαθµού του απολυτηρίου των 100

µαθητών της Γ΄ Λυκείου ενός σχολείου.

Να βρεθεί:

i) Το πλήθος των µαθητών της κάθε κλάσης.

ii) Το ποσοστό των µαθητών µε βαθµό από 16 έως 20.

iii) Να κατασκευάσετε το πολύγωνο συχνοτήτων.

14. Το βάρος των αποσκευών καθενός εκ των 80 επιβατών µιας πτήσης είναι τουλάχιστον 11 κιλά, αλλά

µικρότερο από 26 κιλά. Γνωρίζουµε ότι 8 επιβάτες έχουν αποσκευές µε βάρος µικρότερο από 17 κιλά, 48

επιβάτες έχουν αποσκευές µε βάρος µικρότερο από 20 κιλά και 15% των επιβατών έχει αποσκευές µε

βάρος τουλάχιστον 23 κιλά.

i) Να παραστήσετε τα δεδοµένα σε πίνακα συχνοτήτων.

ii) Κάθε επιβάτης δικαιούται να µεταφέρει αποσκευές µε βάρος µικρότερο των 20 κιλών, διαφορετικά έχει

πρόσθετη οικονοµική επιβάρυνση. Να βρείτε το ποσοστό των επιβατών της πτήσης που έχει πρόσθετη

οικονοµική επιβάρυνση

iii) Να βρεθούν οι γωνίες των αντίστοιχων κυκλικών τοµέων του κυκλικού διαγράµµατος σχετικών

συχνοτήτων, για τα δεδοµένα του προβλήµατος.

∆∆ΡΡΑΑΣΣΤΤΗΗΡΡΙΙΟΟΤΤΗΗΤΤΕΕΣΣ

1. Κατασκευάστε ένα γενικό πίνακα για όλα τα δεδοµένα που συγκεντρώσατε µε τα ερωτηµατολόγια και

στη συνέχεια να κατασκευάσετε πίνακα συχνοτήτων, σχετικών συχνοτήτων και αθροιστικών συχνοτήτων

µε τα αντίστοιχα διαγράµµατα ανάλογα µε το είδος της µεταβλητής. Για συντοµία µπορείτε να χωριστείτε

και σε ολιγοµελείς οµάδες και στο τέλος να συγκρίνετε µεταξύ σας τα αποτελέσµατα κάθε οµάδας.

2. Χωριστείτε σε ολιγοµελείς οµάδες και ανατρέξτε στο διαδίκτυο στο site της Ε.Σ.Υ.Ε. (http://www.sta-

tistics.gr/) και συγκεντρώστε στοιχεία (πίνακες και διαγράµµατα) που αφορούν στοιχεία από την

απογραφή του πληθυσµού στις 18 Μαρτίου 2001, για διάφορες, µεταβλητές της επιλογής σας. Να

παρουσιάσετε και αποτελέσµατα στη τάξη σας.

Μετά τη συλλογή δεδοµένων θα πρέπει αυτά να παρουσιάζονται και να οπτικοποιούνται αυτό

επιτυγχάνεται µε τη βοήθεια των Στατισκικών πινάκων

• ΣΣττααττιισσιικκοοίί  ππίίνναακκεεςς
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Μετά τη συγκέντρωση των στατιστικών στοιχείων που αναφέρονται σε µια µόνο ιδιοτήτα ενός πληθυσµού

το πιο σηµαντικό βήµα είναι η κατάλληλη κατάταξη και η συστηµατική οµαδοποίηση των τιµών της

µεταβλητής µε αντικειµενικό σκοπό την παρουσίαση των στοιχείων µε τέτοιο τρόπο ώστε να δίνει

πληροφορίες για την δοµή του πληθυσµού που είναι προς µελέτη, και να διευκολύνεται το έργο της

στατιστικής ανάλυσης και εξαγωγής χρήσιµων συµπερασµάτων. Η οµαδοποίηση των τιµών της

µεταβλητής χρησιµοποιούµε ειδικές κατατάξεις που τις οµοµάζουµε κατανοµές συχνοτήτων ή πίνακες

συχνοτήτων.

Για την κατασκευή αυτών των πινάκων χρησιµοποιούµε τις:

• Συχνότητες

• Σχετικές συχνότητες

• Αθριστικές συχνότητες

Σε περίπτωση µεγάλου αριθµού παρατηρήσεων αξιοποιούµε την µέθοδο της οµαδοποίησης των

παρατηρήσεων.

• ΓΓρρααφφιικκέέςς  ππααρραασσττάάσσεειιςς

Οι γραφικές παραστάσεις είναι το καλύτερο µέσο µιας στατιστικής παρουσίασης γιατί δίνουν στους

αφηρηµένους αριθµούς µια συγκεκριµένη µορφή που µας διευκολύνει να έχουµε µια άµεση αντίληψη

της µορφής του φαινοµένου που θέλουµε να µελετήσουµε. Υπάρχουν πολλές κατηγορίες διαγραµµάτων

µεταξύ αυτών είναι:

• Ραβδόγραµµα

• ∆ιάγραµµα συχνοτήτων

• Κυκλικό διάγραµµα

• Χρονοδιάγραµµα

Η γραφική απεικόνηση µιας οµαδοποιηµένη κατανοµής γίνεται µε τη βοήθεια των ιστογραµµάτων

συχνοτήτων ή σχετικών συχνοτήτων καθώς και µε τα αντίστοιχα πολύγωνα

ΒΒιιββλλιιοογγρρααφφίίαα

«Εισαγωγή στη Στατιστική», Αθανασοπούλου ∆.

«Εισαγωγή στη Στατιστική», Μέρος I, ΙΙ, ∆αµιανού Χ. και Κούτρα Μ.

«Στατιστική θεωρία και εφαρµογές», Κάκουλλου Θ.
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44..  ΑΑΝΝΑΑΛΛΥΥΣΣΗΗ  ΣΣΤΤΟΟΙΙΧΧΕΕΙΙΩΩΝΝ

ΠΠρροοσσδδοοκκόόµµεενναα  ααπποοττεελλέέσσµµαατταα::  ο εκπαιδευόµενος είναι σε θέση να επιλέξει το καταλληηλότερο µέτρο θέσης

ή διασποράς σε σχέση µε το φαινόµενο που εξετάζει.

ΕΕιισσααγγωωγγιικκέέςς  ππααρρααττηηρρήήσσεειιςς::  ανάλογα µε τη µορφή του πληθυσµού που εξετάζουµε, άλλωτε µας επιτρέπεται να

χρησιµοποιήσουµε ενδεικτικά για τον πληθυσµό ένα µέτρο θέσης (όπως η µέση τιµή) και άλλωτε ένα µέτρο

διασποράς (όπως η διακύµανση).

44..11..  ΜΜΕΕΤΤΡΡΑΑ  ΘΘΕΕΣΣΗΗΣΣ  ΚΚΑΑΙΙ  ∆∆ΙΙΑΑΣΣΠΠΟΟΡΡΑΑΣΣ

Όταν εξετάζουµε κάποια δεδοµένα, κρίνεται σκόπιµο κάποιες φορές να υπολογίσουµε και ορισµένα µέτρα,

που έχουν σαν στόχο να περιγράψουν µε περιληπτικό τρόπο τα βασικά χαρακτηριστικά τους.

Τα µέτρα θέσης δίνουν περιληπτικά την θέση των δεδοµένων πάνω στον άξονα των πραγµατικών αριθµών.

Προσδιορίζουν ένα κεντρικό σηµείο στο οποίο τείνουν να συγκεντρώνονται τα δεδοµένα. Τέτοια µέτρα είναι

ο αριθµητικός µέσος, η διάµεσος, η επικρατούσα τιµή, τα εκατοστηµόρια και τα τεταρτηµόρια.

Τα µέτρα διασποράς δίνουν περιληπτικά το «άπλωµα» των δεδοµένων πάνω στην ευθεία των πραγµατικών

αριθµών. Τέτοια µέτρα είναι το εύρος, η διακύµανση, η τυπική απόκλιση, ο συντελεστής µεταβολής και η

ενδοτεταρτηµοριακή απόκλιση.   

44..22..  ΑΑΡΡΙΙΘΘΜΜΗΗΤΤΙΙΚΚΟΟΣΣ  ΜΜΕΕΣΣΟΟΣΣ  ((ΜΜΕΕΤΤΡΡΟΟ  ΘΘΕΕΣΣΗΗΣΣ))

Τρεις οικογένειες καταγράφουν τα χρήµατα σε ευρώ, δαπάνησαν για 10 ηµέρες για την διατροφή τους και

έχουµε τα παρακάτω δεδοµένα:
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ΒΒαασσιικκέέςς  έέννννοοιιεεςς::  

• µέσος • ενδοτεταρτηµοριακό εύρος

• διάµεσος • διακύµανση

• εκατοστηµόρια - τεταρτηµόρια • τυπική απόκλιση

• εύρος • συντελεστής µεταβλητότητας

ΣΣττόόχχοοςς  ττοουυ  µµααθθήήµµααττοοςς::

∆υνατότητα αναπαράστασης των δεδοµέων και συµπερασµάτα βάσεις των µέτρων θέσεων και διασποράς
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Α΄ οικογένεια: 30  22  12  27  45  70  12  11  10   51

Β΄ οικογένεια: 35  28  17  32  78  19  15  36  25  15

Γ΄ οικογένεια: 45  47  52  22  11  12  14  17  38   22

Αν θέλουµε να απαντήσουµε στο ερώτηµα: «ποια οικογένεια έχει δαπανήσει τα περισσότερα», µπορούµε

να το βρούµε προσθέτοντας τα αντίστοιχα ποσά κάθε οικογένειας.

Αν όµως µας ζητηθεί να εκτιµήσουµε πόσα χρήµατα θα χρειαστεί κάθε οικογένεια ολόκληρο το µήνα για

τη διατροφή της, θα πρέπει να εκτιµήσουµε πόσο δαπανά κάθε οικογένεια κατά µέσο όρο την ηµέρα.

Ο αριθµητικός µέσος µιας µεταβλητής X, ο οποίος συµβολίζεται µε x
_
, ορίζεται ως το πηλίκο του αθροίσµατος

των τιµών δια του πλήθους των παρατηρήσεων.

∆ηλαδή: 

Οπότε ο µέσος όρος της ηµερήσιας δαπάνης των 3 οικογενειών είναι:

Α΄οικογένεια: 

Β΄οικογένεια: 

Γ΄οικογένεια: 

Οπότε η Α΄ οικογένεια θα χρειαστεί: 29.30 = 870 ευρώ το µήνα.

η Β΄ οικογένεια θα χρειαστεί: 30.30 = 900 ευρώ το µήνα.

η Γ΄ οικογένεια θα χρειαστεί 28.30 = 840 ευρώ το µήνα. 

Όταν οι παρατηρήσεις x
1
, x

2
,..., x

κ 
έχουν συχνότητες v

1
, v

2
,..., v

κ
αντίστοιχα ή όταν έχουµε οµαδοποιηµένες

παρατηρήσεις µε κεντρικές τιµές κάθε κλάσης x
1
, x

2
,..., x

κ
, τότε ο αριθµητικός µέσος δίνεται από τη σχέση:

Όταν δεν γνωρίζουµε συχνότητες vi λλά ξέρουµε τις σχετικές συχνότητες f
i
, i =1, 2,…, κ η µέση τιµή δίνεται

από τη σχέση: 

ΕΕφφααρρµµοογγήή  11

Ο παρακάτω πίνακας δίνει τις ώρες που παρακολούθησαν τηλεόραση οι ένοικοι 20 διαµερισµάτων µέσα σε µια

εβδοµάδα. Να βρεθεί ο µέσος χρόνος παρακολούθησης. 
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ΛΛΥΥΣΣΗΗ

Έχουµε:

Άρα: ώρες

Σε περίπτωση που δίνεται διαφορετική βαρύτητα στις τιµές x
1
, x

2
,...,x

κ
ενός συνόλου δεδοµένων, τότε αντί

του αριθµητικού µέσου χρησιµοποιούµε το σσττααθθµµιικκόό  µµέέσσοο. Εποµένως αν οι τιµές x
1
, x

2
,...,x

κ
έχουν συντελεστή

βαρύτητας w
1
, w

2
,...,w

κ
, αντίστοιχα τότε ο σταθµικός µέσος βρίσκεται από τη σχέση: 

ΕΕφφααρρµµοογγήή  22

Τα 5 τµήµατα Θετικής και Τεχνολογικής κατεύθυνσης της Γ΄ τάξης ενός Λυκείου έγραψαν το ίδιο διαγώνισµα

στα Μαθηµατικά . Οι µέσοι όροι κάθε τµήµατος σε βαθµολογία µε άριστα το 100 ήταν 83, 88, 79, 65 και 72

αντίστοιχα. Αν κάθε τµήµα από τα προηγούµενα είχε 16, 18, 20, 21 και 23 µαθητές αντίστοιχα, να βρείτε το

µέσο όρο όλης της τάξης.

ΛΛΥΥΣΣΗΗ

Χρησιµοποιώντας τον τύπο του σταθµικού µέσου έχουµε:

Παρατήρηση: 

Αν χρησιµοποιήσουµε τον αριθµητικό µέσο των 5 µέσων όρων δηλαδη 

θα οδηγούµασταν σε λανθασµένη εκτίµηση του µέσου όρου.

ΚΚλλάάσσεειιςς xx
ii

vv
ii

xx
ii
vv

ii

0 – 3 1,5 4 6

3 – 6 4,5 7 31,5

6 – 9 7,5 6 45

9 – 12 10,5 3 31,5

ΣΣΥΥΝΝΟΟΛΛΟΟ 2200 111144

ΚΚλλάάσσεειιςς vv
ii

0 – 3 4

3 – 6 7

6 – 9 6

9 – 12 3

ΣΣΥΥΝΝΟΟΛΛΟΟ 2200
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44..33..  ∆∆ΙΙΑΑΜΜΕΕΣΣΟΟΣΣ  ((ΜΜΕΕΤΤΡΡΟΟ  ΘΘΕΕΣΣΗΗΣΣ))

Ο κύριος Τάσος πήγε σε ένα κατάστηµα κινητής τηλεφωνίας για να πάρει µε έκπτωση µια νέα συσκευή

κινητού τηλεφώνου. Είχε µαζί του τους µηνιαίους λογαριασµούς των τελευταίων 7 µηνών που ήταν: 11, 8, 9,

8, 7, 52, 10 ευρώ αντίστοιχα. Ζήτησε από τον υπάλληλο να υπολογίσει τον µέσο όρο αυτών των λογαριασµών

για να υπολογίσει το ποσό της έκπτωσης και ο υπάλληλος του είπε ότι αυτός ο τρόπος δεν είναι σωστός.

Παρατηρούµε ότι η µέση τιµή τους είναι:

η οποία υπερβαίνει τις έξι από τις επτά παρατηρήσεις, αφού επηρεάζεται (έλκεται) από την ακραία τιµή 52. 

Εποµένως δεν µπορούµε να ισχυριστούµε ότι η µέση τιµή είναι το «κέντρο» των παρατηρήσεων.

Για να προσδιορίσουµε ένα είδους «κέντρο» των παρατηρήσεων τις διατά σουµε σε αύξουσα σειρά.

Και διαπιστώνουµε ότι η µεσαία παρατήρηση είναι το 9.

Αυτό αποτελεί ένα κέντρο κοντά στην πραγµατικότητα, αφού δεν επηρεάζεται από την ακραία παρατήρηση

52 και ονοµάζεται διάµεσος των παρατηρήσεων. 

∆∆ιιάάµµεεσσοοςς  ((δδ)) ενός δείγµατος παρατηρήσεων οι οποίες έχουν διαταχθεί σε αύξουσα σειρά ορίζεται ως η

µεσαία παρατήρηση όταν το πλήθος v είναι περιττός αριθµός ή το ηµιάθροισµα των δύο µεσαίων παρατηρήσεων

όταν το v είναι άρτιος αριθµός. Έτσι για παράδειγµα η διάµεσος των παρατηρήσεων

1,  5,  8, 9,     16, 32     είναι δ = 

Όταν οι παρατηρήσεις είναι πολλές για να υπολογίσουµε την µεσαία ή τις δύο µεσαίες παρατηρήσεις

κατασκευάζουµε πίνακα αθροιστικών συχνοτήτων (Ν
i
).

Αν ο v είναι περιττός η µεσαία παρατήρηση είναι , ενώ όταν ο v είναι 

άρτιος οι δύο µεσαίες παρατηρήσεις είναι και . 

ΕΕφφααρρµµοογγήή  33

∆ίνονται τα δεδοµένα:

Να βρεθεί η  διάµεσος.

ΛΛΥΥΣΣΗΗ

Κατασκευάζουµε πίνακα αθροιστικών συχνοτήτων (N
i
).

x
i 1 2 3 4 5

v
i 43 87 125 38 16

δ=8,5
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Οπότε η διάµεσος είναι δ = t
155

= 3.

ΕΕφφααρρµµοογγήή  44

Η µεταβλητή X παρουσίασε σ' ένα δείγµα τις τιµές 5, 6, 7, 8, 9 µε αντίστοιχες συχνότητες 50, 90, 70, 40,

30. Να υπολογισθεί η διάµεσος του δείγµατος.

ΛΛΥΥΣΣΗΗ

Κατασκευάζουµε τον πίνακα αθροιστικών συχνοτήτων. 

Επειδή το πλήθος των παρατηρήσεων είναι v = 280 (άρτιος), τότε οι δύο µεσαίες παρατηρήσεις είναι

και η επόµενή της οπότε δ =  = 6,5.

Όταν τα δεδοµένα µιας µεταβλητής X είναι οµαδοποιηµένες σε κλάσεις, τότε η διάµεσος υυπποολλοογγίίζζεεττααιι

γγρρααφφιικκάά ακολουθώντας τα παρακάτω βήµατα:

• Κατασκευάζουµε το ιστόγραµµα και το πολύγωνο των σχετικών αθροιστικών συχνοτήτων.

• Από το σηµείο του κατακόρυφου άξονα που αντιστοιχεί στο 50% φέρουµε παράλληλη στον άξονα x΄x

µέχρι να συναντήσει τη πολυγωνική γραµµή.

• Από το σηµείο τοµείς φέρνουµε κάθετη στον άξονα x΄x. Το ίχνος της καθέτου είναι και το σηµείο στο

οποίο αντιστοιχεί η διάµεσος.

ΕΕφφααρρµµοογγήή  55

Έστω η µεταβλητή X: «βάρος 100 µαθητών» οµαδοποιηµένων στο διπλανό πίνακα: 

Να υπολογιστεί η διάµεσος.

ΚΚλλάάσσεειιςς 40-50 50-60 60-70 70-80 80-90

ΣΣυυχχννόόττηητταα 25 35 20 15 5

xxii vv
ii

NN
ii

1 43 43

2 87 130

3 125 255

4 38 293

5 16 309

ΣΣύύννοολλοο 330099
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ΛΛΥΥΣΣΗΗ

Κατασκευάζουµε τον πίνακα µε στήλες v
i
, f

i
%, F

i
%, και στη συνέχεια κατασκευάζουµε το ιστόγραµµα και

το πολύγωνο των σχετικών αθροιστικών συχνοτήτων. Οπότε:

Οπότε η διάµεσος είναι περίπου 57 κιλά.

Επικρατούσα τιµή (Μ
0
) ονοµάζουµε την παρατήρηση µε την µεγαλύτερη συχνότητα. Η επικρατούσα τιµή

ορίζεται και σε ποιοτικές και σε ποσοτικές µεταβλητές. Η επικρατούσα τιµή µπορεί να µην είναι µοναδική. Όταν

έχουµε δύο παρατηρήσεις µε την ίδια µέγιστη συχνότητα, τότε η κατανοµή λέγεται δικόρυφη, ενώ όταν έχουµε

πολλές κορυφές λέγεται πολυκόρυφη.

Σε οµαδοποιηµένες κατανοµές η επικρατούσα τιµή προσδιορίζεται γραφικά από το ιστόγραµµα συχνοτήτων.

44..44..  ΕΕΚΚΑΑΤΤΟΟΣΣΤΤΗΗΜΜΟΟΡΡΙΙΑΑ  --  ΤΤΕΕΤΤΑΑΡΡΤΤΗΗΜΜΟΟΡΡΙΙΑΑ  ((ΜΜΕΕΤΤΡΡΟΟ  ΘΘΕΕΣΣΗΗΣΣ))

Έχουµε ορίσει τη διάµεσο (δ) έτσι, ώστε το πολύ των 50% των παρατηρήσεων να είναι µικρότερες της διαµέσου

και το πολύ το 50% να είναι µεγαλύτερος της δ. Με ανάλογο τρόπο ορίζουµε τα εκατοστηµόρια (Ρ
κ
) µε κ = 1,

2, 3, ..., 99.

Ορίζουµε ως Ρ
κ

εκατοστηµόριο την τιµή για την οποία το πολύ κ% των παρατηρήσεων είναι µικρότερο του

Ρ
κ

και το πολύ (100 - κ)% των παρατηρήσεων είναι µεγαλύτερο από το Ρ
κ
. 

Ειδική περίπτωση των εκατοστηµορίων αποτελούν τα Ρ
25

, Ρ
50

, Ρ
75

που λέγονται τεταρτηµόρια και

συµβολίζονται µε Q
1
, Q

2
, Q

3
αντίστοιχα. Για να υπολογίσουµε τα τεταρτηµόρια, έχουµε τα παρακάτω βήµατα:

 
  11 
         Â            Ã 
         Ä 
   7    
 
 
   2        Á 
   
 5       10       15       20 
      Ì0 = 13,4 

Fi% 
 100 
  
   90 
 
   80 
 
   70   
  
   60 
 
   50 
 
   40 
 
   30 
 
   20 
 
   10 
 
     0 
   40    50    60    70    80    90 
      ä 

ΚΚλλάάσσεειιςς vv
ii

ff
ii

FF
ii
%%

40-50 25 25 25
50-60 35 35 60
60-70 20 20 80
70-80 15 15 95
80-90 5 5 100

ΣΣύύννοολλοο 110000 110000
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• Βρίσκουµε τη διάµεσο (δ) που είναι Q
2

• Βρίσκουµε για καθεµία από τις οµάδες των παρατηρήσεων που βρίσκονται αριστερά και δεξιά από τη

διάµεσο δ την νέα διάµεσο και έτσι προσδιορίζουµε τα Q
1

και Q
3
.

Ο υπολογισµός των εκατοστηµορίων και τεταρτηµορίων σε οµαδοποιηµένες κατανοµές γίνεται, όπως και

στη διάµεσο, από το πολύγωνο αθροιστικών σχετικών συχνοτήτων.

ΕΕφφααρρµµοογγήή  66

Να υπολογίσετε τα τεταρτηµόρια Q
1
, Q

2
, Q

3
των παρατηρήσεων:

3, 5, 7, 9, 14, 15, 17, 19, 28.  

ΛΛΥΥΣΣΗΗ

Επειδή το πλήθος v = 9 (περιττό), τότε δ = 14, άρα Q
2

= 14.

Η αριστερή οµάδα είναι 3, 5, 7, 9, µε διάµεσο δ = = 6 = Q
1
, 

ενώ η δεξιά οµάδα είναι 15, 17, 19, 28, µε δ = = 18 = Q
3
.

44..55.. ΕΕΥΥΡΡΟΟΣΣ  ((ΜΜΕΕΤΤΡΡΟΟ  ∆∆ΙΙΑΑΣΣΠΠΟΟΡΡΑΑΣΣ))

Το εύρος (R) της µεταβολής µιας µεταβλητής ορίζεται ως η διαφορά της µικρότερης από τη µεγαλύτερη τιµή. Σε

οµαδοποιηµένα δεδοµένα ως εύρος ορίζεται η διαφορά του κατώτερου ορίου της πρώτης κλάσης από το ανώτερο

όριο της τελευταίας κλάσης.

44..66  ΕΕΝΝ∆∆ΟΟΤΤΕΕΤΤΑΑΡΡΤΤΗΗΜΜΟΟΡΡΙΙΑΑΚΚΟΟ  ΕΕΥΥΡΡΟΟΣΣ  ((QQ))  ((ΜΜΕΕΤΤΡΡΟΟ  ∆∆ΙΙΑΑΣΣΠΠΟΟΡΡΑΑΣΣ))

Το ενδοτεταρτηµοριακό εύρος της µεταβολής µιας µεταβλητής ορίζεται ως η διαφορά του πρώτου

τεταρτηµορίου Q
1

από το τρίτο τεταρτηµόριο Q
3
, δηλαδή:

Το ενδοτεταρτηµοριακό εύρος έχει σηµαντικό ρόλο σε µια κατανοµή, διότι στο διάστηµα Q
1
, Q

3
περιλαµβάνεται

το 50% των τιµών της µεταβλητής X. (75% - 25% = 50%)

Αυτό έχει σαν αποτέλεσµα όσο µικρότερη είναι η διαφορά Q
3

– Q
1
, τόσο µικρότερη είναι και η διασπορά

των τιµών της µεταβλητής.

QQ==QQ
33

––  QQ
11

RR==ΜΜεεγγααλλύύττεερρηη  ππααρρααττήήρρηησσηη  ––  ΜΜιικκρρόόττεερρηη  ππααρρααττήήρρηησσηη
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44..77..  ∆∆ΙΙΑΑΚΚΥΥΜΜΑΑΝΝΣΣΗΗ  --  ΤΤΥΥΠΠΙΙΚΚΗΗ  ΑΑΠΠΟΟΚΚΛΛΙΙΣΣΗΗ  ((ss22))

Ένα εργοστάσιο παραγωγής τυποποιηµένων γλυκισµάτων παράγει τα ίδια γλυκίσµατα µε δύο µηχανές

παραγωγής Α και Β. Ένας υπάλληλος, προκειµένου να κάνει δειγµατοληπτικό έλεγχο για το βάρος των

γλυκισµάτων πήρε 9 γλυκίσµατα που παράχθηκαν από καθένα από τα µηχανήµατα και τα ζύγισε. 

Πήρε τα παρακάτω αποτελέσµατα:

Α΄: 4,95 5,15 5 4,80 4,85 5,10 4,90 5,20 5,05

Β΄: 4,95 5,30 4,70 5,70 5,85 5 4,30 4,15 5,05

σε γραµµάρια.

Η µέση τιµή και των δύο δειγµάτων είναι ίδια: γραµµάρια.

Επίσης η διάµεσος και των δύο δειγµάτων είναι δ
Α 

= δ
Β 

= 5.

Οπότε η µέση τιµή και η διάµεσος δεν µας δίνουν καµία διαφορά µεταξύ των δύο δειγµάτων.

Είναι φανερό ότι οι τιµές του Β΄ δείγµατος είναι πιο διεσπαρµένες; Σχετικά µε τη µέση τιµή και τη διάµεσο.

Αν πάρουµε σε κάθε δείγµα τις αποκλίσεις κάθε τιµής από τη µέση τιµή, τότε έχουµε:

Α΄: (4,95 - 5) + (5,15 - 5) + (5 - 5) + (4,8 -5) +(4,85 - 5) + (5,1 - 5) + (4,9 - 5) + (5,2 - 5) + (5,05 - 5) = 0

Β΄: (4,95 - 5) + (5,3 - 5) + (4,7 - 5) + (5,7 - 5) +(5,8 - 5) + (5 - 5) +(4,3 - 5) + (4,15 - 5) + (5,05 - 5) = –0,05

Ούτε όµως και αυτό µας οδηγεί σε κάποιο συµπέρασµα.

Αν θεωρήσουµε όµως τις τιµές και πάρουµε το µέσο όρο αυτών, έχουµε:

Α΄:

Β΄:

Παρατηρούµε ότι η διασπορά των τιµών που δίνει το Β΄ µηχάνηµα είναι µεγαλύτερη.

Το µέσο όρο των παρατηρήσεων από τη µέση τιµή τους τον ονοµάζουµε διακύµανση ή διασπορά και

συµβολίζεται µε s2. Είναι: 

Σε περίπτωση που οι παρατηρήσεις είναι κατανεµηµένες σε πίνακα συχνοτήτων ή όταν έχουµε

οµαδοποιηµένες σε κλάσεις παρατηρήσεις στις οποίες θεωρούµε ως x
i
την κεντρική τιµή κάθε κλάσης, τότε:

38

statistiki_001-046.qxd  22/5/2007  3:35 ��  Page 38



Οι τιµές των παρατηρήσεων στο προηγούµενο παράδειγµα είναι σε γραµµάρια, ενώ η διασπορά s2 που

υπολογίσαµε εµφανίζεται σε (γραµµάρια)2.

Γι' αυτό το λόγο ορίζουµε την τυπική απόκλιση s, που είναι η τετραγωνική ρίζα της διακύµανσης,

δηλαδή: s = 

Η τυπική απόκλιση έχει το πλεονέκτηµα ότι µετράται µε τις ίδιες µονάδες, που µετριούνται οι παρατηρήσεις

και δηλώνει την κατά µέσο όρο απόσταση της κάθε τιµής x
i
από τη µέση τιµή x

_
.  Όσο µεγαλύτερη είναι η τυπική

απόκλιση, τόσο µεγαλύτερη είναι η απόσταση των παρατηρήσεων από τη µέση τιµή.

Αν σε ένα δείγµα η τυπική απόκλιση είναι µηδέν, τότε όλες οι παρατηρήσεις είναι ίσες µε τη µέση τιµή.

ΕΕφφααρρµµοογγήή  77

Οι εισπράξεις 100 πρατηρίων µιας εταιρείας καυσίµων (σε χιλιάδες ευρώ) την περίοδο των Χριστουγέννων του

2006 δίνονται στον παρακάτω πίνακα: 

Να υπολογίσετε τη διακύµανση και την τυπική απόκλιση των εισπράξεων.

ΛΛΥΥΣΣΗΗ  

Θα κατασκευάσουµε πίνακα που θα περιέχει στήλες x
i
v

i
(πρέπει πρώ-

τα να υπολογίσουµε τη µέση τιµή), x
i 
– x

_
, (x

i 
– x

_
)2 και (x

i 
– x

_
)2 v

i
.

Έχουµε: 

Οπότε η µέση τιµή

Οπότε η διακύµανση είναι: s2 = = 10 

και η τυπική απόκλιση S = .

Κλάσεις 4-6 6-8 8-10 10-12 12-14 14-16 16-18

Συχνότητα 7 13 17 18 29 11 5
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44..88..  ΣΣΥΥΝΝΤΤΕΕΛΛΕΕΣΣΤΤΗΗΣΣ  ΜΜΕΕΤΤΑΑΒΒΟΟΛΛΗΗΣΣ  CCVV  ((ΜΜΕΕΤΤΡΡΟΟ  ∆∆ΙΙΑΑΣΣΠΠΟΟΡΡΑΑΣΣ))

Είδαµε προηγουµένως ότι όταν οι παρατηρήσεις σε δύο σύνολα εκφράζονται στις ίδιες µονάδες µέτρησης

και έχουν το ίδιο ή περίπου ίδιο αριθµητικό µέσο, τότε η σύγκριση της µεταβλητότητας µπορεί να γίνει µε την

σύγκριση των τυπικών τους αποκλίσεων.

Όταν οι παρατηρήσεις στα δύο σύνολα εκφράζονται στις ίδιες µονάδες, αλλά ο αριθµητικός µέσος τους

διαφέρει σηµαντικά, τότε η σύγκριση της µεταβλητότητας µπορεί να γίνει µε το συντελεστή µεταβλητότητας CV.

Ο συντελεστής µεταβολής ορίζεται από τη σχέση:

CV = τυπική απόκλιση =  s___
µέση τιµή

Αν  x
_

< 0, τότε αντί του  x
_

χρησιµοποιούµε |x
_

|.

Ο συντελεστής µεταβολής είναι ανεξάρτητος από τις µονάδες µέτρησης, εκφράζεται σε ποσοστό και είναι

ένα µέτρο που εκφράζει τη σχετική διασπορά των τιµών και όχι την απόλυτη διασπορά.

Ένα δείγµα ονοµάζεται οµοιογενές όταν CV 10%.

Ο CV είναι αξιόπιστος µόνο όταν οι τιµές x
i
είναι οµόσηµες και η µέση τιµή x

_
δεν είναι κοντά στο 0.

ΕΕφφααρρµµοογγήή  88

Ένα προϊόν πωλείται σε 10 διαφορετικά καταστήµατα στις παρακάτω τιµές σε ευρώ: 

8, 10, 13, 13, 15, 16, 18, 14, 14, 9.

i) Να υπολογίσετε τη µέση τιµή, τη διάµεσο και την επικρατούσα τιµή

ii) Να υπολογίσετε το εύρος, την τυπική απόκλιση και τον συντελεστή µεταβολής

iii) Αν οι τιµές του προϊόντος σε όλα τα καταστήµατα υποστούν έκπτωση 10%, να εξετάσετε αν θα µεταβληθεί

ο συντελεστής µεταβολής.   

ΛΛΥΥΣΣΗΗ

i) Έχουµε:

οπότε η µέση τιµή ευρώ.

x
_
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Η διάµεσος δ είναι: δ = .

Υπάρχουν δύο επικρατούσες τιµές 13, 14.

ii) Για το εύρος R, έχουµε: R = 18 – 8 = 10.

Η διακύµανση s2 = = 9, οπότε η τυπική απόκλιση s = 3.

Ο συντελεστής µεταβολής είναι CV = .

iii) Έστω y
i
οι τιµές που θα προκύψουν από την έκπτωση 10% στα καταστήµατα. 

Τότε y
i
= x

i
– x

i
= 0,9 x

i
, όπου x

i
οι αρχικές τιµές i = 1, 2, …, 8.

Η µέση τιµή y
_

θα είναι µειωµένη κατά 10% της αρχικής µέσης τιµής, δηλαδή y
_

= 0,9x
_
. Επίσης θα

διαπιστώσουµε ότι και η τυπική απόκλιση s
y

= 0,9 sx. 

Οπότε , δηλαδή ο συντελεστής µεταβολής 

δεν µεταβάλλεται.  

ΠΠααρρααττήήρρηησσηη

• Όταν οι τιµές x
i

ενός δείγµατος πολλαπλασιάζονται µε κάποιο αριθµό, τότε αντίστοιχα

πολλαπλασιάζονται µε τον ίδιο αριθµό η µέση τιµή και η τυπική απόκλιση. 

• Όταν στις τις x
i
µιας µεταβλητής προσθέσουµε κάποιο αριθµό, τότε η νέα µέση τιµή προκύπτει µε

πρόσθεση του ίδιου αριθµού, ενώ η τυπική απόκλιση παραµένει αµετάβλητη.
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ΕΕΞΞΑΑΣΣΚΚΗΗΣΣΗΗ

1. Οι βαθµοί ενός µαθητή στα µαθήµατά του κατά το Α΄ τετράµηνο ήταν: 

16, 15, 14, 13, 19, 15, 18, 12, 13, 11.

Να βρεθεί η µέση βαθµολογία του µαθητή.

2. Το µέσο ηµεροµίσθιο 30 εργατών µιας κατασκευαστικής εταιρείας είναι 30 ευρώ. Οι οκτώ είναι ειδικευµένοι

και έχουν µέσο ηµεροµίσθιο 57,5 ευρώ. Ποιο είναι το ηµεροµίσθιο των ανειδίκευτων εργατών;

3. Σε µια κατανοµή που έπρεπε να έχει 30 παρατηρήσεις καταχωρήθηκαν από λάθος δύο ακόµα παρατηρήσεις

µε αντίστοιχες τιµές 20 και 40. αν η µέση τιµή που βρέθηκε είναι 50, να υπολογιστεί η σωστή µέση τιµή.

4. Ένα δείγµα εργαζοµένων µιας εταιρείας εξετάστηκε ως προς

το χρόνο (σε ώρες) υπερωριακής απασχόλησης κατά τη

διάρκεια ενός µηνός και προέκυψε ο διπλανός πίνακας. 

Να βρείτε: 

i) Το µέγεθος του δείγµατος.

ii) Τις συχνότητες και τις σχετικές συχνότητες των κλάσεων.

iii) Τη µέση τιµή.

5. Ο παρακάτω πίνακας δίνει την ποσοστιαία κατανοµή των νοικο κυριών αστικών περιοχών ως προς τον

αριθµό των δωµατίων. Να βρεθεί η µέση τιµή της µεταβλητής X: αριθµός δωµατίων.

6. Για τον έλεγχο της κατανοµής καυσίµων (ίδιου τύπου) δύο αυτοκινήτων Α και Β µετρήθηκε η κατανάλωσή

τους σε έξι διαδροµές για το αυτοκίνητο Α και σε πέντε διαδροµές για το αυτοκίνητο Β. Η κατανάλωση του

αυτοκινήτου Α (σε λίτρα ανά 100 χιλιόµετρα) ήταν για τις έξι διαδροµές  9, 6, 7, 9, 9, 8  ενώ η κατανάλωση

στις πέντε διαδροµές για το αυτοκίνητο Β ήταν 8, 10, 7, 8, 12.

i) Να υπολογίσετε τη µέση τιµή και τη διάµεσο των µετρήσεων που αφορούν το αυτοκίνητο Α.

Αριθµός δωµατίων x
i 

Αναλογία νοικορ. f
i
%

1 12

2 28

3 32

4 20

5 6

6 2

ΣΥΝΟΛΟ 100
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ΏΏρρεεςς ΑΑθθρροοιισσττιικκήή
υυππεερρωωρριιαακκήήςς σσυυχχννόόττηητταα  ΝΝ

ii

ααππαασσχχόόλληησσηηςς
ΚΚλλάάσσεειιςς
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2 – 4 15
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ii) Να υπολογίσετε τη µέση τιµή και την διάµεσο που αφορούν το αυτοκίνητο Β.

iii) Αν ένας πωλητής ήθελε να χρησιµοποιήσει τα πιο πάνω δεδοµένα για να πείσει ένα υποψήφιο αγοραστή

να αγοράσει το αυτοκίνητο Α και όχι το Β, ποιο µέτρο θέσης (µέση τιµή ή διάµεσο) θα χρησιµοποιούσε;

Αν αντίστροφα ήθελε να πείσει τον υποψήφιο αγοραστή να αγοράσει το αυτοκίνητο Β και όχι το Α, ποιο

µέτρο θέσης θα χρησιµοποιούσε;

7. Ο παρακάτω πίνακας δίνει τις εισπράξεις σε (δεκ. χιλ. €), που έγιναν από τους αντιπροσώπους µιας εταιρείας

αυτοκινήτων κατά τη διάρκεια ενός µήνα:

i) Να συµπληρώσετε πίνακα συχνοτήτων απολύτων και σχετικών 

ii) Να υπολογίσετε την µέση τιµή και τη διάµεσο δ.

8. Μια τάξη έχει 75 µαθητές. Η βαθµολογία τους στα Μαθηµατικά κυµαίνεται από 10 - 20. από αυτούς 39

µαθητές έχουν βαθµολογία κάτω από 14, 15 µαθητές κάτω από 12,9 µαθητές πάνω από 18 και 21 µαθητές

πάνω από 16.

i) Να παραστήσετε τα δεδοµένα σε πίνακα συχνοτήτων.

ii) Να υπολογίσετε τη µέση τιµή.

iii) Να υπολογίσετε τη διάµεσο.

iv) Να βρεθεί πάνω από ποια βαθµολογία βρίσκεται το 20% των µαθητών.

9. Στον διπλανό πίνακα δίνονται τα αποτελέσµατα της ρίψης ενός ζαριού 40 φορές. Να

βρείτε τους φυσικούς αριθµούς α, β ώστε να υπάρχουν δύο επικρατούσες τιµές.

10. Μια εταιρία απασχολεί 20 εργαζοµένους εκ των οποίων οι 10 εργάζονται στο τµήµα Α και οι 10 στο τµήµα

Β. Η µέση τιµή των µηνιαίων µισθών του τµήµατος Α είναι 720€ και ο µεγαλύτερος µισθός του τµήµατος

είναι 900€. Οι µισθοί των εργαζοµένων στο τµήµα Β είναι: 950, 900, 1060, 980, 920, 945, 930, 900, 940.

Να βρείτε: 

i) Το άθροισµα των µηνιαίων µισθών του τµήµατος Α

ii) Τη µέση τιµή και την επικρατούσα τοµή του τµήµατος Β

iii) Τη µέση τιµή και τη διάµεσο των µισθών όλων των εργαζοµένων στην εταιρεία.

11. Οι εισπράξεις (σε χιλιάδες ευρώ) ενός δείγµατος δέκα υποκαταστηµάτων µιας εµπορικής επιχείρησης

κατά τη διάρκεια ενός µήνα ήταν: 

50, 15, 15, 20, 15, 30, 15, 20, 50, 50

i) Να υπολογίσετε τη µέση τιµή   των εισπράξεων

ΚΚλλάάσσεειιςς 1-3 3-5 5-7 7-9 9-11

ΑΑρριιθθ..  ααννττιιππρρ.. 14 6 12 10 8
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ii) Να συµπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα: 

iii) Να υπολογίσετε την διακύµανση και την τυπική απόκλιση των εισπράξεων. 

12. Στις εξετάσεις ενός ξενόγλωσσου διπλώµατος υπαγο ρεύτηκε σε 110 µαθητές ένα κεί µενο. Κατά την

διόρθωση των γραπτών ως προς τα ορθογραφικά λάθη προέκυψε το διπλανό διά γραµµα. Να υπολογίσετε

τη µέση τιµή, την επικρατούσα τιµή, την διασπορά και την τυπική απόκλιση των λαθών.

13. Η εξέταση 10 µαθητών στο µάθηµα της Στατιστικής έδωσε του εξής βαθµούς: 

11, 3, 7, 5, 16, 14, 11, 10, 11, 12

Να βρείτε: 

i) τη διάµεσο

ii) τη µέση τιµή

iii) την επικρατούσα τιµή

iv) το εύρος

v) τη διακύµανση της παραπάνω βαθµολογίας.

14. Η βαθµολογία ενός µαθητή σε 10 µαθήµατα είναι:

13, 9, 8, 7, 10, 15, 12, 11, 17, 18

Να υπολογίσετε:

i) τη µέση τιµή

ii) τη διακύµανση s
2

iii) την τυπική απόκλιση S

iv) τη διάµεσο δ

v) τα τεταρτηµόρια Q
1
, Q

2
, Q

3

vi) το ενδοτεταρτηµοριακό εύρος των βαθµών

vii) το εύρος R

viii) το συντελεστή µεταβολής CV

vi  
 
30 
25 
20 
15 
10 
  5 
  0 
 0       1       2       3       4       5       6   xi 

44

statistiki_001-046.qxd  22/5/2007  3:35 ��  Page 44



15. Μια οµάδα ανθρώπων έχει µέσο βάρος 73 κιλά µε τυπική απόκλιση 4 κιλά, ενώ το µέσο ύψος τους είναι

170cm µε τυπική απόκλιση 7cm. Να εξετάσετε ποια κατανοµή του βάρους ή του ύψους παρουσιάζει

µεγαλύτερη οµοιογένεια.

16. Μια πολυεθνική εταιρεία απασχολεί υπαλλήλους στις Η.Π.Α. και στην Ευρώπη. Οι µηνιαίοι µισθοί των

υπαλλήλων στις Η.Π.Α. έχουν µέση τιµή = 1000 δολάρια και τυπική απόκλιση SΑ = 125 δολάρια. Οι µηνιαίοι

µισθοί των υπαλλήλων στην Ευρώπη έχουν µέση τιµή = 800 ευρώ και τυπική απόκλιση SΕ = 90 ευρώ.

i) Να βρείτε σε ποιο µέρος παρουσιάζεται µεγαλύτερη οµοιογένεια µισθών.

ii) Η εταιρεία αποφασίζει στις Η.Π.Α. να αυξήσει τον µηνιαίο µισθό κάθε υπαλλήλου κατά 250 δολάρια, ενώ

στην Ευρώπη αποφασίζει να αυξήσει τον µηνιαίο µισθό κάθε υπαλλήλου κατά 20%. Να βρείτε την νέα

µέση τιµή και την νέα τυπική απόκλιση των µηνιαίων µισθών και στις δύο ηπείρους.

iii) Σε ποιο µέρος παρουσιάζεται µεγαλύτερη οµοιογένεια µισθών µετά τις αυξήσεις;

17. Από την απογραφή πληθυσµού της 18ης Μαρτίου 2001 προέκυψε ο παρακάτω πίνακας:

Πίνακας 5. Μόνιµος πληθυσµός κατά οµάδες ηλικιών

Πηγή: Ε.Σ.Υ.Ε (Απογραφή πληθυσµού της 18ης Μαρτίου 2001)

α) Να κατασκευαστεί πίνακας σχετικών συχνοτήτων και απόλυτων αθροι στικών,  σχετικών αθροιστικών

συχνοτήτων, το κατάλληλο διάγραµµα και να βρεθούν  η µέση τιµή, η διάµεσος, το ενδοτεταρτηµοριακό

πλάτος και η διασπορά του πληθυσµού. 

HHΛΛΙΙΚΚΙΙΑΑ ΣΣΥΥΧΧΝΝΟΟΤΤΗΗΤΤΑΑ
[0,5) 529399
[5,10) 545105
[10,15) 586395
[15,20) 726174
[20,25) 835463
[25,30) 847427
[30,35) 869932
[3540) 783413
[40,45) 781943)
[45,50) 713975
[50,55) 687349
[55,60) 560215
[60,65) 640074
[65,70) 623245
[70,75) 545018
[75,80) 328918
[80,85) 188193
[85-90) 105194
[90-95) 29500
[95-100) 5467
[100-105) 1698
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∆∆ΡΡΑΑΣΣΤΤΗΗΡΡΙΙΟΟΤΤΗΗΤΤΑΑ

Να υπολογίσετε τα µέτρα θέσης και διασποράς, για όσες µεταβλητές είναι δυνατόν, µε τα στοιχεία που

έχετε συγκεντρώσει από τους υπόλοιπους εκπαιδευόµενους στις προηγούµενες δραστηριότητες. 

Οι πίνακες κατανοµής συχνοτήτων δεν επιτρέπουν την εύκολη συγκριση. Για τον λόγο αυτό

αντικαθίστανται από ορισµένους αντιπροσωπευτικούς αριθµούς που ανοµάζονται στατιστικές

παράµετροι και χαρακτηρίζουν τη θέση τη διασπορά και τη µορφολογία του πληθυσµού που ερευνούµε

και διευκολύνουν πάρα πολύ στις συγκρίσεις οµοειδών οµάδων.

••  ΣΣττααττιισσττιικκέέςς  ππααρράάµµεεττρροοιι

ΜΜέέττρραα  θθέέσσηηςς::  Οι παράµετροι αυτές ορόζουν το σηµείο γύρω από το οποίο συσσωρεύονται οι δάφορες

τιµές ενός πληθυσµού και βρίσκονται στο κέντρο µίας σειράς παρατηρήσεων.

Αντικειµενικός σκοπός αυτών των παραµέτρων είνατι η αντιπροσώπευση του πληθυσµού

από την άποψη µιας µεταβλητής µε τον πιο απλό τρόπο.

ΜΜέέττρραα  δδιιαασσπποορράάςς::  Η αντιπροσώπευση ενός πληθυσµού µε τα µέτρα θέσης έχει αξία µε δεδοµένο ότι ο

πληθυσµός παρουσιάζει µεγάλη οµοιογένεια. Αν ο πληθυσµός παρουσιάζει µεγάλη

ανοµοιογένεια, τότε τα µέτρα θέσης θα πρέπει να µη χρησιµοποιούνται αντ’ αυτών

να χρησιµοποιούνται τα µέτρα διασποράς που µας δίνουν το βαθµό συγκέντρωσης

η διασπορά των τιµών της µεταβλητής.

ΒΒιιββλλιιοογγρρααφφίίαα  //  IInntteerrnneett

«Εισαγωγή στη στατιστική» Μέρος 1, ∆αµιανού Χ., Κούτρας Μ. 

«Statistics, Teach yourself»

«Στατιστική», Κιόχος Α. Π.

«Πιθανότητες και στατιστική», Spiegel, Schaum’ s outline Series www.asset-ahalysis.com
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ΜΜέέττρραα  δδιιαασσπποορράάςς
εύρος

ενδοτεταρτηµόριακό

διακύµανση

συντελεστής µεταβολής

ΣΣύύννοοψψηη
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55..  ΑΑΡΡΙΙΘΘΜΜΟΟ∆∆ΕΕΙΙΚΚΤΤΕΕΣΣ

ΠΠρροοσσδδοοκκώώµµεενναα  ααπποοττεελλέέσσµµαατταα::  ο εκπαιδευόµενος να κατανοήσει ότι οι αριθµοδείκτες αποτελούν ένα

εργαλείο, η χρήση του οποίου µας δίνει τη δυνατότητα να εξάγουµε χρήσιµα συµπεράσµατα σε διάφορα

οικονοµικά προβλήµατα,

ΕΕιισσααγγωωγγιικκέέςς  ππααρρααττηηττήήσσεειιςς::  οι αριθµοδείκτες είναι στατιστικά µέτρα, που µας δείχνουν τις µεταβολές µίας

µεταβλητής ή οµάδας µεταβλητών, που σχετίζονται µεταξύ τους µεταξύ δύο χρονικών περιόδων, δύο περιοχών

και γενικά µεταξύ δύο καταστάσεων.

Η χρήση των αριθµοδεικτών αποτελεί µία από τις πλέον διαδεδοµένες και δυναµικές µεθόδους

χρηµατοοικονοµικής ανάλυσης.

Με τη βοήθεια των αριθµοδεικτών µπορούµε να συγκρίνουµε π.χ. το κόστος διατροφής της Ελλά-

δας κατά την περίοδο 2005, µε το κόστος διατροφής το 1980. Ή να συγκρίνουµε την παραγωγή των γα-

λακτοκοµικών προϊόντων µίας χώρας µε την παραγωγή µίας άλλης χώρας, την ίδια περίοδο. 

Στην πρώτη περίπτωση έχουµε χρονολογικούς δείκτες, ενώ στη δεύτερη ονοµάζονται Γεωγραφικοί

δείκτες.

Ο λόγος που οδήγησε στην καθιέρωση της χρήσης των αριθµοδεικτών προέρχεται από την ανάγκη

να γίνεται άµεσα αντιληπτή η πραγµατική αξία και η σπουδαιότητα των απόλυτων µεγεθών. Π.χ. αν η ε-

ταιρία Α παρουσιάζει κέρδη 200.000€  σε µία συγκεκριµένη χρήση, αυτό ως αποτέλεσµα µπορεί να θε-

ωρείται ικανοποιητικό, ίσως όµως και όχι.

Αν το απόλυτο αυτό µέγεθος το συσχετίσουµε µε τα ίδια κεφάλαια της επιχείρησης, π.χ. 1.000.000€,

τότε έχουµε µία αποδοτικότητα των ίδιων κεφαλαίων της τάξης του 20%.

Ο αριθµοδείκτης αυτός (20%) έχει για τον ενδιαφερόµενο πολύ µεγαλύτερη σηµασία από ό,τι το α-

πόλυτο ύψος των κερδών 200.000€.
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ΒΒαασσιικκέέςς  έέννννοοιιεεςς::  

• αριθµοδείκτης

• σχετικές τιµές

• σχετικές ποσότητες

• ιδιαίτεροι αριθµοδείκτες

• συνθετικοί αριθµοδείκτες

ΣΣττόόχχοοςς  ττοουυ  µµααθθήήµµααττοοςς::  η ανάδειξ των αριθµοδείκτων ως χρηστικών εργαλείων σε πολλούς τοµείς της

ανθρώπινης δραστηριότητας.



Τους αριθµοδείκτες µπορούµε να τους χωρίσουµε σε δύο µεγάλες κατηγορίες:

ΑΑΡΡΙΙΘΘΜΜΟΟ∆∆ΕΕΙΙΚΚΤΤΕΕΣΣ

55..11..  ΙΙ∆∆ΙΙΑΑΙΙΤΤΕΕΡΡΟΟΙΙ  ΑΑΡΡΙΙΘΘΜΜΟΟ∆∆ΕΕΙΙΚΚΤΤΕΕΣΣ

Ονοµάζουµε σχετική τιµή το λόγο της τιµής ενός αγαθού σε µία χρονική περίοδο, προς την τιµή του ί-

διου αγαθού σε µία άλλη χρονική περίοδο που ονοµάζεται περίοδος βάσης.

Συνήθως, µε p
0

συµβολίζεται η τιµή ενός αγαθού στην περίοδο 0, που θεωρείται ως βάση και p
1

η

τιµή ενός αγαθού σε µία άλλη περίοδο 1.

Τότε, ως σχετική τιµή στην περίοδο 1 µε βάση την περίοδο 0 ορίζεται ως το πηλίκο 100, που συµ-

βολίζεται µε Ρ
1/0

δηλ. Ρ
1/0

= •100%.

ΠΠρροοσσοοχχήή!!!! Η σχετική τιµή που αντιστοιχεί στην περίοδο βάσης να είναι 100.

ΕΕφφααρρµµοογγήή  11

Η τιµή πώλησης σοκολάτας το 2001 και το 2005 ήταν 1,2€ και 1,8€ αντίστοιχα. Αν πάρουµε το 2001 ως

έτος βάσης. Να υπολογίσετε τη σχετική τιµή .

ΛΛΥΥΣΣΗΗ

Η σχετική τιµή είναι Ρ
1/10

= 100= 100=150%.

∆ηλαδή το 2005 µε βάση το 2001 η τιµή της σοκολάτας ανέβηκε (αυξήθηκε) 50%. 

Πολλές φορές, αντί να συγκρίνουµε τιµές, µπορούµε να συγκρίνουµε ποσότητες ή όγκους και στις

περιπτώσεις αυτές µπορούµε πάλι να υπολογίσουµε τις σχετικές ποσότητες.

Συµβολίζουµε µε  την ποσότητα (ή V
0

τον όγκο) ενός αγαθού κατά την περίοδο 0 και µε  την ποσό-

1,8___
1,2

p
1____

p
0

p
1____

p
0

p
1____

p
0
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Στη χρηµατοοικονοµική ανάλυση οι κυ-
ριότερες κατηγορίες αριθµοδεικτών εί-
ναι:
• Αριθµοδείκτες ρευστότητας 
• Αριθµοδείκτες δραστηριότητας
• Αριθµοδείκτες αποδοτικότητας
• Αριθµοδείκτες διάρθρωσης κεφαλαί-

ου και βιωσιµότητας 
• Επενδυτικοί αριθµοδείκτες 

Που µας δίνουν τις µεταβολές των µεταβλητών
στο χρόνο

ΧΡΟΝΟΛΟΓΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟ∆ΕΙΚΤΕΣ

Ι∆ΙΑΙΤΕΡΟΙ
ΑΡΙΘΜΟ∆ΕΙΚΤΕΣ

Μας δείχνουν τις µετα-
βολές µίας µόνο µετα-
βλητής µεταξύ δύο
χρονικών περιόδων

ΣΥΝΘΕΤΙΚΟΙ
ΑΡΙΘΜΟ∆ΕΙΚΤΕΣ

Αυτοί εκφράζουν τις µε-
ταβολές πολλών µετα-
βλητών του ίδιου φαινο-
µένου µε συνδυασµό
των ιδιαίτερων δεικτών
των επί µέρους µεταβλη-
τών



τητα (ή V
1

τον όγκο) του ίδιου αγαθού στην περίοδο 1. Τότε ο σχετικός δείκτης ποσοτήτων (όγκου) µε

βάση την περίοδο 0 ορίζεται όπως και προηγούµενα σαν το πηλίκο 100 Q
1/10

,

∆ηλαδή   Q
1/10

• 100%

Μπορούµε να δούµε και τη µεταβολή της αξίας και να ορίσουµε τη σχετική αξία.

Αν υποθέσουµε ότι p
0

είναι η τιµή ενός αγαθού την περίοδο 0 q
0

είναι η ποσότητα του αγαθού την ί-

δια περίοδο

Τότε το γινόµενο p
0
q

0
=υ

0
είναι η αξία του αγαθού την περίοδο 0, ενώ Ρ

1
Q

1
=υ

1
, είναι η αξία του αγα-

θού την περίοδο 1.

Τότε η σχετική αξία του αγαθού για την περίοδο 1 µε βάση την περίοδο 0 είναι:

∆ηλ. U
1/0

= = • =P
1/10

•Q
1/10

ΕΕφφααρρµµοογγήή  22

∆ίνονται οι τιµές σε (€) και οι ποσότητες που καταναλώθηκαν σε kg, ενός αγαθού για τις χρονιές 2005

και 2006.

Να υπολογίσετε το σχετικό δείκτη αξίας για το 2006 µε βάση το έτος 2005.

ΛΛΥΥΣΣΗΗ

Γνωρίζουµε ότι ο σχετικός δείκτης αξίας δίνεται από τον τύπο: 

U
1/0

= = 100%=80,8% 

55..22..  ΣΣΥΥΝΝΘΘΕΕΤΤΙΙΚΚΟΟΙΙ  ΑΑΡΡΙΙΘΘΜΜΟΟ∆∆ΕΕΙΙΚΚΤΤΕΕΣΣ

Στην καθηµερινότητά µας, συνήθως, δεν µας ενδιαφέρει πώς υπολογίζεται ο δείκτης ενός µόνο αγα-

θού µεταξύ δύο χρονικών περιόδων, αλλά το πώς µεταβάλλονται µεγάλες οµάδες των αγαθών αυτών.

Στην περίπτωση αυτή χρησιµοποιούµε τους συνθετικούς αριθµοδείκτες.

3,5• 160____________
4,2 • 165

p
1
q

p
0
q

0

ΕΕΤΤΟΟΣΣ ΤΤΙΙΜΜΗΗ ΠΠΟΟΣΣΟΟΤΤΗΗΤΤΑΑ

2005 3,5 160

2006 4,2 165

q
1____

q
0

p
1____

p
0

p
1
q

1______
p

0
q

0

q
1____

q
0

q
1____

q
0
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ΣΣΥΥΝΝΘΘΕΕΤΤΙΙΚΚΟΟΙΙ  ΑΑΡΡΙΙΘΘΜΜΟΟ∆∆ΕΕΙΙΚΚΤΤΕΕΣΣ

ΑΑππλλοοίί  σσυυννθθεεττιικκοοίί  ααρριιθθµµοοδδεείίκκττεεςς ΣΣττααθθµµιικκοοίί  σσυυννθθεεττιικκοοίί  ααρριιθθµµοοδδεείίκκττεεςς

Στην περίπτωση που θεωρούµε ότι οι τιµές των αγαθών έχουν συντελεστή στάθµισης τη µονάδα, δη-

λαδή ότι όλα τα αγαθά έχουν την ίδια βαρύτητα, τότε χρησιµοποιούµε τους απλούς συνθετικούς δεί-

κτες. Για τον υπολογισµό τους έχουµε δύο µεθόδους:

ΕΕφφααρρµµοογγήή  33

Στον παρακάτω πίνακα δίνονται σε € οι τιµές τεσσάρων προϊόντων για τα έτη 2005 και 2006. Να υπο-

λογίσετε:

i) Το δείκτη συνολικών τιµών.

ii) Μέσο αριθµητικό των σχετικών τιµών.

ΑΑΓΓΑΑΘΘΑΑ

ΤΤΙΙΜΜΕΕΣΣ ΣΣΧΧΕΕΤΤΙΙΚΚΕΕΣΣ
2005 2006 ΤΤΙΙΜΜΕΕΣΣ

p
0

p
1

Α 2 4 2

Β 5 7 1,41

Γ 3 9 3
∆ 10 15 1,5

ΣΣΥΥΝΝΟΟΛΛΟΟ 2200 3355 77,,9911
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ΜΜΕΕΘΘΟΟ∆∆ΟΟΣΣ  ΤΤΩΩΝΝ  ΣΣΥΥΝΝΟΟΛΛΙΙΚΚΩΩΝΝ  ΤΤΙΙΜΜΩΩΝΝ

Αν συµβολίσουµε µε p(1)
0

,p(2)
0

,... p(ν)
0

τις τιµές των αγαθών

1,2,3,…ν στην περίοδο βάσης 0 και p(1)
1

,p(2)
1

,... p(ν)
1

τις τιµές

των αντίστοιχων προϊόντων στην περίοδο 1, τότε ο δείκτης

των συνολικών τιµών βρίσκεται ως εξής:

ΜΜΕΕΙΙΟΟΝΝΕΕΚΚΤΤΗΗΜΜΑΑΤΤΑΑ

• Όλα τα αγαθά δεν έχουν ίδια βαρύτητα

• ∆εν παίρνει υπόψη του τις ποσότητες των αγαθών

ΜΜΕΕΘΘΟΟ∆∆ΟΟΣΣ  ΤΤΟΟΥΥ  ΑΑΡΡΙΙΘΘΜΜΗΗΤΤΙΙΚΚΟΟΥΥ  ΜΜΕΕΣΣΟΟΥΥ  ΤΤΩΩΝΝ  ΣΣΧΧΕΕΤΤΙΙΚΚΩΩΝΝ

ΤΤΙΙΜΜΩΩΝΝ

Αν έχουµε ν αγαθά και διαιρέσουµε το άθροισµα των σχε-

τικών τιµών ενός αγαθού µε το ν.

Τότε προκύπτει άµεσος αριθµητικός των σχετικών τιµών.

∆ηλαδή:

ΜΜΕΕΙΙΟΟΝΝΕΕΚΚΤΤΗΗΜΜΑΑΤΤΑΑ

• Οι µονάδες που χρησιµοποιούνται για τον χαρακτηρισµό

των τιµών κιλά, τόνοι κλπ., επηρεάζουν το δείκτη

• ∆ίνει ίση βαρύτητα σε όλα τα αγαθά, ανεξάρτητα της

σπουδαιότητάς τους.



ΛΛΥΥΣΣΗΗ

i) Ο δείκτης συνολικών τιµών θα είναι ή 175%.

∆ηλαδή οι τιµές το έτος 2006 είναι 75% µεγαλύτερες εκείνων του 2005.

ii) Ο µέσος αριθµητικός των σχετικών τιµών θα είναι:

ή 197,7%

55..33..  ΣΣΤΤΑΑΘΘΜΜΙΙΚΚΟΟΙΙ  ΣΣΥΥΝΝΘΘΕΕΤΤΙΙΚΚΟΟΙΙ  ΑΑΡΡΙΙΘΘΜΜΟΟ∆∆ΕΕΙΙΚΚΤΤΕΕΣΣ

Για να αποφύγουµε τα µειονεκτήµατα των απλών συνδετικών δεικτών, χρησιµοποιούµε τους σταθ-

µικούς συνθετικούς αριθµοδείκτες. Με αυτούς σταθµίζουµε τις τιµές κάθε αγαθού µε ένα συντε-

λεστή στάθµισης, που συνήθως είναι η ποσότητα, ο όγκος του αγαθού σε µία συγκεκριµένη χρο-

νική περίοδο.

Οι πλέον σηµαντικοί σταθµικοί συνθετικοί αριθµοδείκτες είναι αυτοί του τιµαρίθµου. 

ΤΤΥΥΠΠΟΟΙΙ  ΤΤΙΙΜΜΑΑΡΡΙΙΘΘΜΜΩΩΝΝ

ΕΕφφααρρµµοογγήή  44

Στον διπλανό πίνακα µας δίνουν τις τιµές σε € και τις µο-

νάδες που έχουν παραχθεί σε χιλιάδες για τα προϊόντα Α,

Β, από ένα εργοστάσιο για τα έτη 2003 και 2005. Έτος βά-

σης το 2003=100

Να βρείτε:

i) ∆είκτη Luspeyres

ii) ∆είκτη Paasche

51

Αν ως συντελεστές στάθµισης χρησιµοποιούνται
οι ποσότητες της περιόδου Βάσης, τότε η µέθο-
δος για την κατάρτιση του δείκτη τιµών ονοµάζε-
ται δείκτης Luspeyres:

Στο δείκτη αυτό θεωρούµε ότι οι ποσότητες που
αγοράσαµε στην περίοδο βάσης 0 είναι ίδιες και
κατά την περίοδο 1.

Αν ως συντελεστές στάθµισης χρησιµοποιούνται
οι ποσότητες της περιόδου 1 (τρέχουσα περίο-
δος) τότε η µέθοδος για την κατάρτιση του δεί-
κτη τιµών ονοµάζεται δείκτης Paasche:

Στο δείκτη αυτό θεωρούµε ότι οι ποσότητες που
αγοράσαµε στην περίοδο 1 είναι οι ίδιες και κα-
τά την περίοδο βάσης 0.

2003 2005

ΠΡΟΪΟΝΤΑ p
0

q
0

p
1

q
1

Α 20 6 24 4

Β 8 100 8 160



ΛΛΥΥΣΣΗΗ  

Κατασκευάζουµε τον πίνακα αριθµητικών υπολογισµών.

Ο δείκτης τιµών κατά Luspeyres είναι:

Ο δείκτης τιµών κατά Paasche είναι:

ΒΒαασσιικκέέςς  οοµµάάδδεεςς  ΑΑρριιθθµµοοδδεειικκττώώνν  σσττηηνν  ααννάάλλυυσσηη  ΛΛοογγιισσττιικκώώνν  κκαατταασσττάάσσεεωωνν

Η στατική θεώρηση των δεικτών µιας επιχείρησης έχει µικρή πρακτική σηµασία. Οι δείκτες πρέπει να ε-

ξετάζονται διαχρονικά, για να διαπιστωθεί η τάση τους και συγκριτικά µε το µέσο όρο του κλάδου ή ο-

ρισµένες φορές, καλύτερα µε τον µέσο όρο των πλησιέστερων από πλευράς µεγέθους και αντικειµέ-

νου, µονάδων του κλάδου.

Επισηµαίνεται ότι για την αξιολόγηση επιχειρήσεων σε τοµείς όπως ο τραπεζιτικός, ασφαλιστικός,

χρηµατιστηριακός και γενικά σε τοµείς εξειδικευµένους ή µε ειδικό καθεστώς εποπτείας, απαιτείται και

η χρησιµοποίηση εξειδικευµένων δεικτών, πέρα από τους κλασικούς δείκτες, που χρησιµοποιούνται α-

πό τη βιοµηχανία, το εµπόριο και τους τοµείς υπηρεσιών.

Από την οπτική γωνία προσέγγισης της επιχείρησης εξαρτάται και η οµάδα δεικτών που χρησιµοποι-

είται για την ανάλυση.

Οι επενδυτές επικεντρώνουν την προσοχή τους στους δείκτες αποδοτικότητας και τις αξίες της κα-

θαρής θέσης της επιχείρησης, ενώ οι πιστωτές στους δείκτες ρευστότητας, δανειακής επιβάρυνσης και

επάρκειας του cash-flow. 

Οι αριθµοδείκτες αποτελούν προσπάθεια ποσοτικής αξιολόγησης δύο βασικών κριτηρίων χρηµατο-

δότησης:

• Του κριτηρίου κεφαλαιακής επάρκειας

• Της επάρκειας ταµειακών ροών. 

Η µεταβολή ενός δείκτη επιδέχεται πολλές φορές διάφορες ερµηνείες. Όπως, για παράδειγµα, η µεί-

ωση ταχύτητας κυκλοφορίας των αποθεµάτων δεν αποτελεί µόνο αποτέλεσµα προβληµάτων στις πω-

λήσεις, αλλά ενδέχεται να αντανακλά πολιτική αποθεµατοποιήσεων ενόψει αυξήσεων τιµών των πρώ-

των υλών.

ΠΡΟΪΟΝΤΑ p
0

q
0

p
1

q
1

p
0
q

0
p

0
q

0
p

1
q

0
p

1
q

1

Α 20 24 6 4 120 80 144 96

Β 8 8 100 160 800 1.280 800 1.280

ΣΣΥΥΝΝΟΟΛΛΑΑ 992200 11..336600 994444 11..337766
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Στη συνέχεια θα αναφερθούµε σε βασικές κατηγορίες αριθµοδεικτών, που χρησιµοποιούνται για την

ανάλυση της πιστοληπτικής ικανότητας µίας επιχείρησης. 

55..44..  ΑΑΡΡΙΙΘΘΜΜΟΟ∆∆ΕΕIIΚΚΤΤΕΕΣΣ  ΡΡΕΕΥΥΣΣΤΤΟΟΤΤΗΗΤΤΩΩΝΝ

Οι δείκτες ρευστότητας χρησιµοποιούνται στην αξιολόγηση της ικανότητας της επιχείρησης να ανταπο-

κρίνεται στις βραχυπρόθεσµες υποχρεώσεις της.

Η επιχείρηση πρέπει να έχει τη δυνατότητα:

• Να εξοφλεί τους βραχυπρόθεσµους πιστωτές

• Να καταβάλει τους µισθούς, τους οφειλόµενους τόκους

• Να διατηρεί µια υγιή πιστοληπτική ικανότητα

Από τους αριθµοδείκτες ρευστότητας, οι κυριότεροι είναι:

11..  ΑΑρριιθθµµοοδδεείίκκττηηςς  έέµµµµεεσσηηςς  ρρεευυσσττόόττηηττααςς  ((ccuurrrreenntt  rraattiioo  ήή  γγεεννιικκήήςς  ρρεευυσσττόόττηηττααςς  ήή  λλυυκκλλοοφφοορριιαακκήήςς  ρρεευυσσττόό--

ττηηττααςς  ήή  κκεεφφααλλααίίοουυ  κκίίννηησσηηςς))

O αριθµοδείκτης αυτός είναι ο πλέον χρησιµοποιούµενος δείκτης. Ο αριθµοδείκτης γενικής ρευστότη-

τας προκύπτει αν διαιρέσουµε το σύνολο των κυκλοφοριακών στοιχείων µίας εταιρίας µε το σύνολο των

βραχυχρόνιων υποχρεώσεών της.

Το κυκλοφορούν ενεργητικό περιλαµβάνει τα αποθέµατα, τους εισπρακτέους λογαριασµούς, τα

χρεόγραφα και τα χρηµατικά διαθέσιµα, ενώ οι βραχυπρόθεσµες υποχρεώσεις αποτελούνται από τους

πληρωτέους λογαριασµούς, τα πληρωτέα γραµµάτια, τις βραχυπρόθεσµες υποχρεώσεις, όπως βραχυ-

χρόνια τραπεζικά δάνεια, οφειλόµενους τόκους κ.α. 

Όσο µεγαλύτερος είναι ο αριθµοδείκτης γενικής ρευστότητας, τόσο καλύτερη από πλευράς ρευ-

στότητας είναι η θέση της συγκεκριµένης επιχείρησης.

Γενικά, ένας αριθµοδείκτης γενικής ρευστότητας κοντά στο 2 θεωρείται συνήθως ικανοποιητικός για

µία βιοµηχανική ή εµπορική επιχείρηση.

Αν θέλουµε να συγκρίνουµε δύο επιχειρήσεις ως προς τη δυνατότητα που έχουν να ανταποκρίνο-

νται στις τρέχουσες υποχρεώσεις τους, συνήθως υποθέτουµε ότι εκείνη που έχει το µεγαλύτερο κεφά-

λαιο κίνησης είναι αυτή που έχει και την καλύτερη ρευστότητα.

Αυτό όµως δεν είναι απαραίτητο, γιατί το µέτρο της ρευστότητας αποτελεί µία σχέση και δεν αποτε-

λεί µόνο µία διαφορά µεταξύ του κυκλοφορούντος ενεργητικού και των τρεχουσών υποχρεώσεων της

επιχείρησης.

Αριθµοδείκτης Κυκλοφορούν Ενεργητικό
έµµεσης ρευστότητας Βραχυπρόθεσµες υποχρεώσεις

=
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Επιχειρήσεις

Α Β

Κυκλοφορούν ενεργητικό µείον 1.000.000 € 900.000 €

βραχυπρόθεσµες υποχρεώσεις 600.000 € 500.000.€

400.000 € 400.000 €

Κεφάλαιο κίνησης

Αριθµοδείκτης γενικής ρευστότητας 1,66 1,8

Από την εφαρµογή βλέπουµε ότι το κεφάλαιο κίνησης είναι το ίδιο στις δύο επιχειρήσεις. Η επιχεί-

ρηση Β παρέχει µεγαλύτερη ασφάλεια στους πιστωτές της από την Α. ∆ηλαδή, µία µονάδα βραχυχρό-

νιων υποχρεώσεων της εταιρίας Β καλύπτεται από 1,8 µονάδες κυκλοφορούντων ενεργητικών, έναντι

1,66 των αντίστοιχων αριθµοδεικτών της εταιρίας Β.

22..  ΑΑρριιθθµµοοδδεείίκκττηηςς  άάµµεεσσηηςς  ρρεευυσσττόόττηηττααςς  ((qquuiicckk  rraattiioonn))

Ο δείκτης άµεσης ρευστότητας υπολογίζεται µε το λόγο του κυκλοφορούντος ενεργητικού, πλην των

αποθεµάτων προς τις βραχυπρόθεσµες υποχρεώσεις.

Η τιµή του δείκτη άµεσης ρευστότητας θεωρείται ικανοποιητική όταν είναι τουλάχιστον ίση µε τη µονάδα.

33..  ΑΑρριιθθµµοοδδεείίκκττηηςς  ττααµµεειιαακκήήςς  ρρεευυσσττόόττηηττααςς

Είναι ο αριθµοδείκτης που µας δίνει την εικόνα της επάρκειας και όχι των µετρητών στην επιχείρηση,

σε σχέση µε τις τρέχουσες λειτουργικές ανάγκες.

Αριθµοδείκτης ∆ιαθέσιµο Ενεργητικό

ταµειακής ρευστότητας Ληξιπρόθεσµες

υποχρεώσεις

Ο αριθµοδείκτης αυτός µας ενηµερώνει για το πόσες φορές τα διαθέσιµα περιουσιακά στοιχεία µίας

επιχείρησης καλύπτουν τις ληξιπρόθεσµες υποχρεώσεις της.

Σε γενικές γραµµές, η συνεχής πτώση των δεικτών ρευστότητας και η διαµόρφωσή τους σε επίπε-

δο µικρότερο του δείκτη του σχετικού κλάδου, αποτελεί ένα σηµάδι κινδύνου για την επιχείρηση. 

Παράλληλα όµως, υπάρχει και η άλλη εκδοχή:

• Μήπως αυτή η εξέλιξη σηµαίνει ότι η εταιρία βελτίωσε τη διαδικασία µετατροπής των αποθεµάτων

της σε πωλήσεις και ρευστό;

• Ή µπορεί να υποτεθεί ότι η εταιρία αναγκάζεται να ρευστοποιήσει τα αποθέµατά της για την εξό-

φληση υποχρεώσεων. Ποια η ποιότητα και εµπορευσιµότητα των αποθεµάτων της; 

Για να απαντηθούν τα πιο πάνω ερωτήµατα, οι δείκτες ρευστότητας αξιολογούνται σε συνδυασµό

και µε τους δείκτες δραστηριότητας. 

Αριθµοδείκτης Κυκλοφορούν Ενεργητικό – Απόθεµα
άµεσης ρευστότητας Βραχυπρόθεσµες υποχρεώσεις

=

54

=
∆ιαθέσιµο ενεργητικό: µε-
τρητά, στο ταµείο οι καταθέ-
σεις όψεως, επιταγές κ.λ.π.



55..55..  ΑΑΡΡΙΙΘΘΜΜΟΟ∆∆ΕΕΙΙΚΚΤΤΕΕΣΣ  ∆∆ΡΡΑΑΣΣΤΤΗΗΡΡΙΙΟΟΤΤΗΗΤΤΑΑΣΣ  ((ΚΚΥΥΚΚΛΛΟΟΦΦΟΟΡΡΙΙΑΑΚΚΗΗΣΣ  ΤΤΑΑΧΧΥΥΤΤΗΗΤΤΑΑΣΣ))

Η χρησιµοποίηση ορισµένων αριθµοδεικτών κυκλοφοριακής ταχύτητας βοηθάει να προσδιορίσουµε το

βαθµό µετατροπής ορισµένων περιουσιακών στοιχείων (αποθέµατα, απαιτήσεις) σε ρευστό.

Γενικά, το ποσοστό των αποθεµάτων που διατηρεί µία επιχείρηση πρέπει να σχετίζεται πάντοτε µε το ύ-

ψος πωλήσεών της. Μερικοί από τους πιο σηµαντικούς αριθµοδείκτες κυκλοφοριακής ταχύτητας, είναι:

11..  ΑΑρριιθθµµοοδδεείίκκττηηςς  ττααχχύύττηηττααςς  εείίσσππρρααξξηηςς

Ο αριθµοδείκτης ταχύτητας είσπραξης απαιτήσεων δείχνει πόσες φορές, κατά µέσο όρο, εισπράττονται

κατά τη διάρκεια της λογιστικής χρήσεως. 

Οι απαιτήσεις της επιχείρησης:

22..  ΑΑρριιθθµµοοδδεείίκκττηηςς  ττααχχύύττηηττααςς  κκυυκκλλοοφφοορρίίααςς  ααπποοθθεεµµάάττωωνν

Ο δείκτης ταχύτητας κυκλοφορίας αποθεµάτων ορίζεται ως:

Αν διαιρέσουµε τον αριθµό των ηµερών του έτους (365) µε τον αριθµοδείκτη ταχύτητας κυκλοφο-

ρίας αποθεµάτων, τότε θα έχουµε σε αριθµό ηµερών το χρόνο που παρέµειναν τα αποθέµατα στην ε-

πιχείρηση µέχρι να πωληθούν.

Ο αριθµοδείκτης αυτός δείχνει την ικανότητα της επιχείρησης να µεγιστοποιεί την παραγωγική «δια-

δικασία» – «κύκλωµα» = πρώτες ύλες

εµπόρευµα αποθήκη πώληση.

Όσο µεγαλύτερος είναι ο αριθµοδείκτης ταχύτητας κυκλοφορίας αποθεµάτων, τόσο πιο αποτελεσµα-

τικά λειτουργεί η επιχείρηση. 

3. Αριθµοδείκτης ταχύτητας κυκλοφορίας κεφαλαίου κίνησης

Ο δείκτης ταχύτητας κυκλοφορίας κεφαλαίου κίνησης ορίζεται ως :

∆είκτης ταχύτητας Καθαρές πωλήσεις

κυκλοφορίας Καθαρό κεφάλαιο

κεφαλαίου κίνησης κίνησης 

Όσο αυξάνουν οι πωλήσεις µίας εταιρίας, τόσο περισσότερα κεφάλαια κινήσεως απαιτούνται για α-

ποθέµατα και για αυξηµένες πιστώσεις προς τους πελάτες της.

Με την χρήση του αριθµοδείκτη αυτού µπορούµε να καταλάβουµε ποιο είναι το ύψος των πωλήσε-

ων που επιτεύχθηκε από κάθε µονάδα καθαρού κεφαλαίου κίνησης και αν η εταιρία διατηρεί µεγάλα

κεφάλαια κίνησης σε σχέση µε τις πωλήσεις της. 

=
Αριθµοδείκτης ταχύτητας

κυκλοφορίας αποθεµάτων

Καθαρές πωλήσεις

Μέσο απόθεµα προϊόντων

=
Αριθµοδείκτης ταχύτητας

εισπράξεων απαιτήσεων

Καθαρές πωλήσεις

Μέσος όρος απαιτήσεων
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=

Καθαρό κεφάλαιο κίνησης
= σύνολο κυκλοφορίας ε-
νεργητικού – βραχυπρόθε-
σµες υποχρεώσεις



ΑΑρριιθθµµοοδδεείίκκττεεςς  ααπποοδδοοττιικκόόττηηττααςς

Οι δείκτες αυτοί χρησιµοποιούνται για την αξιολόγηση της ικανότητας της επιχείρησης να πραγµατοποι-

εί κέρδη. ∆ηλαδή, οι δείκτες αυτοί αξιολογούν το βαθµό κερδοφορίας της επιχείρησης.

Βασικοί αριθµοδείκτες αποδοτικότητας είναι:

11..  ΑΑρριιθθµµοοδδεείίκκττηηςς  κκααθθααρροούύ  ππεερριιθθωωρρίίοουυ  ήή  κκααθθααρροούύ  κκέέρρδδοουυςς

Ο αριθµοδείκτης αυτός, δείχνει το ποσοστό του καθαρού κέρδους που επιτυγχάνει µία επιχείρηση α-

πό τις πωλήσεις της.

Ο αριθµοδείκτης ορίζεται ως:

Αριθµοδείκτης καθαρού Καθαρά κέρδη χρήσης

κέρδους Καθαρές πωλήσεις100

Όσο ο αριθµοδείκτης καθαρού κέρδους είναι µεγαλύτερος, τόσο πιο επικερδής είναι η επιχείρηση. 

22..  ΑΑρριιθθµµοοδδεείίκκττηηςς  ααπποοδδοοττιικκόόττηηττααςς  εεππέέννδδυυσσηηςς

Ο αριθµοδείκτης αυτός, µετράει την απόδοση των συνολικών περιουσιακών στοιχείων µίας επιχείρησης

και αποτελεί είδος ελέγχου της διοικήσεώς της.

Ο αριθµοδείκτης ορίζεται ως:

Αριθµοδείκτης αποδοτικότητας Καθαρά κέρδη χρήσης

επένδυσης Σύνολο ενεργητικού

Η αποτελεσµατικότητα λειτουργίας µίας επιχείρησης, που δείχνει ο αριθµοδείκτης αυτός, µας δεί-

χνει την ικανότητά της να µπορεί να επιβιώσει οικονοµικά και να προσελκύει κεφάλαια που προσφέρο-

νται για επένδυση, δίνοντας την κατάλληλη ανταµοιβή.

33..  ΑΑρριιθθµµοοδδεείίκκττηηςς  ααπποοδδοοττιικκόόττηηττααςς  ίίδδιιωωνν  κκεεφφααλλααίίωωνν

Ο αριθµοδείκτης αυτός απεικονίζει την κερδοφόρα δυναµικότητα της επιχείρησης και µας παρέχει ένδει-

ξη του κατά πόσο πραγµατοποιήθηκε ο στόχος πραγµατοποίησης ενός ικανοποιητικού αποτελέσµατος.

Ο αριθµοδείκτης ορίζεται ως εξής:

Αριθµοδείκτης αποδοτικότητας Καθαρά κέρδη χρήσης

ιδίων κεφαλαίων Σύνολο ιδίων κεφαλαίων
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ΙΙΣΣΟΟΛΛΟΟΓΓΙΙΣΣΜΜΟΟΣΣ  ΕΕΤΤΑΑΙΙΡΡΙΙΑΑΣΣ
ΧΧΧΧΧΧΧΧΧΧ  ΑΑ..ΕΕ..  

ΕΕΝΝΕΕΡΡΓΓΗΗΤΤΙΙΚΚΟΟ 22000055

∆ιαθέσιµα (ΜΕΤΡΗΤΑ) 8.125

Λογαριασµοί εισπρακτέοι 87.600

Αποθέµατα 160.875

Σύνολο κυκλοφορούντος ενεργητικού 256.600

Οικόπεδα 40.100

Μηχανήµατα 35.900

Λοιπά πάγια 2.500

Άθροισµα 78.500

Σύνολο πάγιου ενεργητικού 335.100

ΠΠΑΑΘΘΗΗΤΤΙΙΚΚΟΟ  

Γραµµάτια πληρωτέα στην Τράπεζα 30.850

Γραµµάτια πληρωτέα στους προµηθευτές 12.150

Λογαριασµοί πληρωτέοι 33.000

∆εδουλευµένες υποχρεώσεις 15.500

ΣΥΝΟΛΟ ΒΡΑΧΥΠΡΟΘΕΣΜΩΝ ΥΠΟΧΡΕΩΣΕΩΝ 9911..550000

ΣΥΝΟΛΟ ΜΑΚΡΟΠΡΟΘΕΣΜΩΝ ΥΠΟΧΡΕΩΣΕΩΝ 1144..550000

ΜΕΤΟΧΙΚΟ ΚΕΦΑΛΑΙΟ 120.700

Αποθεµατικά 108.400

ΣΥΝΟΛΟ Ι∆ΙΩΝ ΚΕΦΑΛΑΙΩΝ (ΚΑΘΑΡΗ ΘΕΣΗ) 229.100 

ΣΥΝΟΛΟ ΠΑΘΗΤΙΚΟΥ 333355..110000
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ΛΛΟΟΓΓΑΑΡΡΙΙΑΑΣΣΜΜΟΟΣΣ  ΑΑΠΠΟΟΤΤΕΕΛΛΕΕΣΣΜΜΑΑΤΤΩΩΝΝ  ΧΧΡΡΗΗΣΣΗΗΣΣ

ΤΤΗΗΣΣ  ΕΕΤΤΑΑΙΙΡΡΙΙΑΑΣΣ  ΧΧΧΧΧΧ  

(σε χιλ. ευρώ)

22000055

Έσοδα πωλήσεων (καθαρά) 960.825

Κόστος πωληθέντων προϊόντων 795.725

Μικτό κέρδος 165.100

Έξοδα ∆ιοίκησης / ∆ιάθεσης 71.025

Κέρδη Εκµετάλλευσης 94.075

Χρηµατοοικονοµικά έξοδα 50.025

Κέρδη χρήσης προ φόρων 44.050

Φόροι πληρωτέοι 10.150

3333..990000

Να υπολογίσετε τους χρηµατοοικονοµικούς δείκτες αποδοτικότητας και ρευστότητας της επιχείρησης

για το έτος 2005.

ΑΑ..  ΑΑρριιθθµµοοδδεείίκκττεεςς  ααπποοδδοοττιικκόόττηηττααςς

ii..

iiii..  

iiiiii..

Αριθµοδείκτης

αποδοτικότητας

ιδίων κεφαλαίων

Καθαρά κέρδη χρήσης

Σύνολο ιδίων κεφαλαίων
•100==

Αριθµοδείκτης

αποδοτικότητας

επένδυσης

Καθαρά κέρδη χρήσης

Σύνολο ενεργητικού
•100==

•100==
Αριθµοδείκτης

καθαρού κέρδους

Καθαρά κέρδη χρήσης

Καθαρές πωλήσεις
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BB..  ΑΑρριιθθµµοοδδεείίκκττεεςς  ρρεευυσσττόόττηηττααςς

i.

ii.
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Στον παρακάτω πίνακα έχουν παρασταθεί οι χρηµατοοικονοµικοί δείκτες αποδοτικότητας της επιχείρη-

σης ΧΑΑ για τα έτη 2004-2005, καθώς και οι αντίστοιχοι των επιχειρήσεων του κλάδου µ.ο.

ii.. Να απεικονίσετε διαγραµµατικά τις τάσεις των αριθµοδεικτών του κλάδου και της επιχείρησης (ί-

διο σχήµα)

iiii.. Να σχολιάσετε τα αποτελέσµατα.

∆∆ΕΕΙΙΚΚΤΤΕΕΣΣ 22000044 22000055 ΜΜ..ΟΟ ∆∆ΕΕΙΙΚΚΤΤΕΕΣΣ  ΚΚΛΛΑΑ∆∆ΟΟΥΥ  

ΜΜ..ΟΟ

Αριθµ. Καθαρού 

κέρδους 2,5 1,4 1,9% 3,7%

Αριθµ. Αποδοτικότητας 

και επένδυσης 6,8 2,6 4,7% 10%

Αριθµ. Αποδοτικότητας

ιδίων κεφαλαίων 9,5 5,5 7,5% 15%

A.

3,7

2,5

1,9

1,4

2004 2005

ΚΛΑ∆ΟΥ   (         )

ΕΠΙΧΕΙΡΗΣΗΣ   (         )

ΜΕΣΟΣ ΟΡΟΣ   (         )

Αριθµοδείκτης

άµεσης ρευστότητας

Κυκλοφορούν 

ενεργητικό -Απόθεµα

Βραχυπρόθεσµες 

υποχρεώσεις

= =

Αριθµοδείκτης

γενικής ρευστότητας

Κυκλοφορούν ενεργητικό

Βραχυπρόθεσµες 

υποχρεώσεις

= =
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Παρατηρούµε ότι ο αριθµοδείκτης καθαρού κέρδους είναι χαµηλότερος από τον αντίστοιχο µέσο δεί-

κτη του κλάδου.

Το χαµηλό αυτό ποσοστό µπορεί να σηµαίνει ότι:

i. Οι τιµές των προϊόντων είναι χαµηλές.

ii. Το κόστος παραγωγής είναι υψηλό.  

Παρατηρούµε ότι η αποδοτικότητα των συνολικών επενδυµένων κεφαλαίων, καθώς και η αποδοτικότη-

τα των ίδιων κεφαλαίων είναι σηµαντικά χαµηλότερες σε σύγκριση µε τις αντίστοιχες µέσες αποδοτικό-

τητες του κλάδου.

Και ο τρίτος αριθµοδείκτης αποδοτικότητας της επιχείρησης είναι σηµαντικά κατώτερος σε σχέση µε το

µέσο όρο του κλάδου των επιχειρήσεων. 

Γ. 15

9,5

7,5

5,5

2004 2005

Β. 10

6,8

4,7

2,6

2004 2005
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ΕΕΞΞΑΑΣΣΚΚΗΗΣΣΗΗ

1. Απαντήστε µε (Σ) Σωστό ή (Λ) Λάθος, στις επόµενες ερωτήσεις:

ΣΣωωσσττόό ΛΛάάθθοοςς

i. Αν συγκρίνουµε το κόστος διατροφής στην Ελλάδα µε αυτόν της Γαλλίας το

2005 έχουµε ένα γεωγραφικό δείκτη.

ii. Οι ιδιαίτεροι αριθµοδείκτες µας δείχνουν τις µεταβολές µεταβλητών µεταξύ

δύο χρονικών περιόδων.

iii. Το .

iv. Η σχετική αξία ορίζεται ως .

v. Οι σταθµικοί συνθετικοί δείκτες ανήκουν στους ιδιαίτερους αριθµοδείκτες.

vi. Ο αριθµοδείκτης γενικής ρευστότητας ορίζεται ως:

vii. Μεταξύ δύο εταιριών, εκείνη που έχει το µεγαλύτερο κεφάλαιο κίνησης είναι

αυτή που έχει τη µεγαλύτερη ρευστότητα.

viii. Ο αριθµοδείκτης ταχύτητας είσπραξης ανήκει στους αριθµοδείκτες αποδο-

τικότητας.

2. Η τιµή πώλησης µίας τυρόπιτας το 2002 ήταν 1,4€ και το 2005 ήταν 1,7€. Αν πάρουµε το 2002 ως έ-

τος βάσης, να υπολογίσετε τη σχετική τιµή.

3. ∆ίνονται οι τιµές σε € και οι ποσότητες που πουλήθηκαν ενός αγαθού για τις χρονιές 2005-2006.

Να υπολογίσετε το σχετικό δείκτη αξίας για το έτος 2006.

ΕΕΤΤΟΟΣΣ ΤΤΙΙΜΜΗΗ ΠΠΟΟΣΣΟΟΤΤΗΗΤΤΑΑ

2005 7 180

2006 8,5 200

Βραχυπρόθεσµες υποχρεώσεις
Κυκλοφορούν ενεργητικό
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4. Στον παρακάτω πίνακα δίνονται οι τιµές σε € και οι ποσότητες που πουλήθηκαν. Έχει χαθεί η ποσό-

τητα που πουλήθηκε το 2001. Αν ο σχετικός δείκτης αξίας είναι 70%, να βρεθεί η ποσότητα.

5. Στον παρακάτω πίνακα δίνονται σε € οι τιµές τριών προϊόντων για τα έτη 2003 και 2004. 

i. Να υπολογίσετε τον δείκτη συνολικών τιµών.

ii. Μέσο αριθµητικό των σχετικών τιµών.

ΑΑΓΓΑΑΘΘΑΑ ΤΤΙΙΜΜΕΕΣΣ ΣΣΧΧΕΕΤΤΙΙΚΚΕΕΣΣ
2003 2004 ΤΤΙΙΜΜΕΕΣΣ

p
0

p
1

Α 3 12
Β 7 17,5
Γ 2 3 3

ΣΣΥΥΝΝΟΟΛΛΟΟ

6. Η εταιρία ΧΧΧ παράγει τρία προϊόντα Α,Β,Γ. Οι τιµές και οι ποσότητες που παρήχθησαν, φαίνονται

στον παρακάτω πίνακα. Αν θεωρηθεί ως έτος βάσης το 2004, να βρεθούν:

i. Ο δείκτης τιµών του Laspeyres.

ii. Ο δείκτης τιµών του Paasche.

7. Η εταιρία Α έχει κυκλοφορούν ενεργητικό 1.500.000 € και βραχυπρόθεσµες υποχρεώσεις 1.100.000€,

ενώ η εταιρία Β έχει κυκλοφορούν ενεργητικό 500.000€ και βραχυπρόθεσµες υποχρεώσεις 35.000€.

Ποια βρίσκεται σε καλύτερη θέση για να ανταποκρίνεται στις τρέχουσες δραστηριότητές της;

8. ∆ίνονται οι ισολογισµοί της εταιρίας «ALPHA» (σε χιλιάδες ευρώ) για το έτος 2005, καθώς και ο λο-

γαριασµός αποτελεσµάτων χρήσης.

ΠΠΡΡΟΟΪΪΟΟΝΝΤΤΑΑ
22000044                                                    22000055

p
0

q
0

p
1

q
1

Α 10 200 11 150

Β 15 150 17 180

Γ 7 110 10 140

ΕΕΤΤΟΟΣΣ ΤΤΙΙΜΜΗΗ ΠΠΟΟΣΣΟΟΤΤΗΗΤΤΑΑ

2001 7 ?

2006 8,5 100
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ΙΙΣΣΟΟΛΛΟΟΓΓΙΙΣΣΜΜΟΟΣΣ  
ΕΕΝΝΕΕΡΡΓΓΗΗΤΤΙΙΚΚΟΟ

∆ιαθέσιµα (ΜΕΤΡΗΤΑ) 86.700

Λογαριασµοί εισπρακτέοι 8.925

Αποθέµατα 159.375

Σύνολο κυκλοφορούντος ενεργητικού 225555..000000

Οικόπεδα / κτίρια 36.975

Μηχανήµατα 40.800

Λοιπά πάγια στοιχεία 5.500

8833..332255

Σύνολο πάγιου ενεργητικού ……………………..

ΠΠΑΑΘΘΗΗΤΤΙΙΚΚΟΟ

Γραµµάτια πληρωτέα στην Τράπεζα 12.112

Γραµµάτια πληρωτέα στους προµηθευτές 36.338

Λογαριασµοί πληρωτέοι 31.875

∆εδουλευµένες υποχρεώσεις 20.850

ΣΥΝΟΛΟ ΒΡΑΧΥΠΡΟΘΕΣΜΩΝ ΥΠΟΧΡΕΩΣΕΩΝ 110011..117755

ΣΥΝΟΛΟ ΜΑΚΡΟΠΡΟΘΕΣΜΩΝ ΥΠΟΧΡΕΩΣΕΩΝ 12.750

ΜΕΤΟΧΙΚΟ ΚΕΦΑΛΑΙΟ 115.750

ΑΠΟΘΕΜΑΤΙΚΑ ………………

ΣΥΝΟΛΟ Ι∆ΙΩΝ ΚΕΦΑΛΑΙΩΝ (ΚΑΘΑΡΗ ΘΕΣΗ) 224.750

ΣΥΝΟΛΟ ΠΑΘΗΤΙΚΟΥ ………………

ΛΛΟΟΓΓΑΑΡΡΙΙΑΑΣΣΜΜΟΟΣΣ  ΑΑΠΠΟΟΤΤΕΕΛΛΕΕΣΣΜΜΑΑΤΤΩΩΝΝ  ΧΧΡΡΗΗΣΣΗΗΣΣ

Έσοδα πωλήσεων (καθαρά) 860.425

Κόστος πωληθέντων προϊόντων 695.925

Μικτό κέρδος 116644..550000

Έξοδα ∆ιοίκησης 71.025

Κέρδη Εκµετάλλευσης ………………

Χρηµατοοικονοµικά έξοδα 55.875

Κέρδη χρήσης προ φόρων 38.000

Φόροι πληρωτέοι 12.500

2255..550000

i. Να συµπληρωθούν τα κενά που λόγω βλάβης του εκτυπωτή δεν τυπώθηκαν.

ii. Να προσδιορίσετε τους αριθµοδείκτες ρευστότητας, αποδοτικότητας, καθώς και τους δείκτες ταχύ-

τητας κυκλοφορίας κεφαλαίου.
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∆∆ΡΡΑΑΣΣΤΤΗΗΡΡΙΙΟΟΤΤΗΗΤΤΑΑ

Κατασκευάστε ή βρείτε έναν δηµοσιευµένο ισολογισµό και συγκρίνετε την πορεία της εταιρίας µε αυ-

τήν της άσκησης 8.

Οι αριθµοδείκτες είναι κάποια στατιστικά µέτρα που µας δείχνουν τις µεταβολές που υφίσταται µια

µεταβλητή ή οµάδα µεταβλητων που σχετίζονται µεταξύ τους µεταξύ δύο χρονικών περιόδων.

Οι αριθµοδείκτες αποτελούν µια δυναµική µέθοδο χρηµατοποκονοµικής ανάλυσης. Με τους

αριθµοδείκτες γίνεται άµεσα αντιληπτή η πραγµατική αξία και η σπυδαιότητα τω απόλυτων µεγεθών.

• ΑΑρριιθθµµοοδδεείίκκττεεςς

ΒΒιιββλλιιοογγρρααφφίίαα  //  IInntteerrnneett

«Στατιστική», Κιόχος Π., Interbooks 

«Περιγραφική Στατιστική», Βασ. Μπένος

«Αριθµοδείκτες», Τζωρτζόπουλος Π., 1991

«Index Numbers», Mudgelt B.D.

www.forum-training.gr/ari8modeiktes.html: στο site αυτό βρίσκεται τυπολόγιο µε το σύνολο των αριθµών

http://homepages.pathfinder.gr/ageorg/128.htm: αριθµοδείκτες και τρόπος υπολογισµού τους.

ΟΟ∆∆ΗΗΓΓΟΟΣΣ  ΓΓΙΙΑΑ  ΠΠΕΕΡΡΑΑΙΙΤΤΕΕΡΡΩΩ  ΜΜΕΕΛΛΕΕΤΤΗΗ

««ΣΣττααττιισσττιικκήή»»,,  ΕΕκκδδόόσσεειιςς  ΜΜαακκεεδδοοννιικκέέςς,,  ΌΌθθωωνναα  ΠΠααππααδδήήµµαα

Στο βιβλίο αυτό θα υπάρχουν θέµατα που αφορούν βασικές γνώσεις Στατιστικής, όπως συλλογή και

παρουσίαση στατιστικών στοιχείων, θέµατα στα µέτρα θέσης και διασποράς, στους αριθµοδείκτες και την

παλινδρόµηση.

64

Χρονολογικοί

Ιδιαίτεροι
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∆ραστηριότητας
Αποδοτικότητας

∆ιαρθρώσεις κεφαλαίων
Επενδύσων

ΣΣύύννοοψψηη



66..  ΣΣΥΥΝΝ∆∆ΥΥΑΑΣΣΤΤΙΙΚΚΗΗ

ΠΠρροοσσδδοοκκώώµµεενναα  ααπποοττεελλέέσσµµαατταα::  ο εκπαιδευόµενος να εκοικειωθεί µε την έννοια του συνόλου και την

απαρίθµηση αυτού. Σαν αποτέλεσµα θα µπορεί να χειρίζεται τις έννοιες της συνδυαστικής και στην συνέχεια

να εισαχθεί στην έννοια της πιθανότητας.

ΕΕιισσααγγωωγγιικκέέςς  ππααρρααττηηρρήήσσεειιςς::  Η συνδυαστική είναι ένας κλάδος των Μαθηµατικών µε άµεση σχέση µε καθηµερινά

προβλήµατα. Εξάλλου οι συνδυασµοί, οι διατάξεις και οι µεταθέσεις είναι βασικές έννοιες της που χρησιµοποιούνται

ευρύτατα και στην καθηµερινή µας οµιλία. Επίσης η συνδυαστική σχετίζεται µε την απαρίθµηση συνόλων ή

υποσυνόλων ευρύτερων συνόλων, διαδικασία που µας επιτρέπει να υπολογίσουµε την πιθανότητα να συµβούν

συγκεκριµένα ενδεχόµενα, που µας ενδιαφέρουν.

66..11..  ΤΤΙΙ  ΕΕΙΙΝΝΑΑΙΙ  ΣΣΥΥΝΝ∆∆ΥΥΑΑΣΣΤΤΙΙΚΚΗΗ  --  ΒΒΑΑΣΣΙΙΚΚΗΗ  ΑΑΡΡΧΧΗΗ  ΤΤΗΗΣΣ  ΑΑΠΠΑΑΡΡΙΙΘΘΜΜΗΗΣΣΗΗΣΣ

Ο προπονητής ποδοσφαιρικής οµάδας του Ανίκητου, έχει στη διάθεσή του 3 τερµατοφύλακες, 6 αµυντι-

κούς, 5 µέσους και 3 επιθετικούς. ∆εδοµένου ότι η οµάδα παίζει µε το σύστηµα 4,3,3, µε πόσους µπορεί να

διαµορφώσει την ενδεκάδα;

Πολλές φορές µας δίνουν ένα σύνολο αντικειµένων και µας ζητούν να σχηµατίσουµε µε αυτά οµά-

δες, που να διαφέρουν µεταξύ τους, είτε κατά τη φύση του αντικειµένου που περιέχουν, είτε κατά τη

θέση των αντικειµένων µέσα στην οµάδα.. Συνδυαστική είναι ο κλάδος των µαθηµατικών που µας βοη-

θάει να υπολογίσουµε µε πόσους τρόπους µπορούµε να φτιάξουµε τέτοιες οµάδες. Στο τέλος του κε-

φαλαίου θα είµαστε σε θέση να απαντήσουµε στο πρόβληµα της διαµόρφωσης της ενδεκάδας.

Ας δούµε ένα πιο απλό πρόβληµα. Κάποιος έχει στην ντουλάπα του 3 ζευγάρια παπούτσια, 2 παντε-

λόνια και 2 πουκάµισα. Με πόσους τρόπους µπορεί να ντυθεί, δηλαδή πόσες διαφορετικές εµφανίσεις

διαθέτει; Μπορεί να διαλέξει παπούτσια µε 3 τρόπους και για κάθε επιλογή παπουτσιών µπορεί στη συ-

νέχεια να διαλέξει παντελόνι µε 2 τρόπους. Έχει λοιπόν 3 • 2=6 τρόπους επιλογής παπουτσιών - παντε-
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ΒΒαασσιικκέέςς  έέννννοοιιεεςς::  

• βασική αρχή απαρίθµησης

• διατάξεις

• µεταθέσεις

• συνδυασµοί

ΣΣττόόχχοοςς  ττοουυ  µµααθθήήµµααττοοςς::  ο εκπαιδευόµενος να κατανοήσει ότι η συνδυαστική αποτελεί µέρος της

καθηµερινότητάς µας, των επιλογών και ότι είναι άµεση συνδεδεµένη ως έννοια µε την έννοια της

πιθανότητας.



λονιού. Για κάθε έναν από αυτούς µπορεί να επιλέγει πουκάµισο µε δύο τρόπους, δηλαδή συνολικά έ-

χει 3 • 2 • 2=12 τρόπους να ντυθεί. Οι τρόποι αυτοί φαίνονται στο παρακάτω διάγραµµα, που λόγω της

εµφάνισής του, το ονοµάζουµε «δενδροδιάγραµµα». 

Γενικά, µπορούµε να διατυπώσουµε την επόµενη ββαασσιικκήή  ααρρχχήή  ττηηςς  ααππααρρίίθθµµηησσηηςς.

Αν µία διαδικασία µπορεί να πραγµατοποιηθεί σε ν βήµατα και το πρώτο βήµα µπορεί να πραγ-

µατοποιηθεί µε κ
1

τρόπους, το δεύτερο βήµα µε κ
2

τρόπους, τότε η διαδικασία αυτή µπορεί να

πραγµατοποιηθεί µε κ
1

•κ
2

•...•κ
ν

τρόπους.

Γι' αυτό, στο προηγούµενο παράδειγµα που η επιλογή παπουτσιών γίνεται µε 3 τρόπους, η επιλογή πα-

ντελονιού γίνεται µε 2 τρόπους και η επιλογή πουκαµίσου γίνεται µε 2 τρόπους, ο άνθρωπος έχει συνολικά

3 • 2 • 2=12 τρόπους να ντυθεί.

Στα επόµενα, θα συναντήσουµε συχνά γινόµενα της µορφής 1•2•3•...•ν που συµφωνούµε να συµβο-

λίζουµε µε ν! και να διαβάζουµε «ν παραγωγικό».

Για παράδειγµα, 1 • 2 • 3 • 4 • 5=120. Συµφωνούµε επίσης ότι 1!=1 και 0!=1. Το τελευταίο φαίνεται λί-

γο περίεργο, αλλά είναι ο µόνος τρόπος ώστε οι τύποι που θα µάθουµε παρακάτω να ισχύουν σε κάθε

περίπτωση.

Αν και όλα σχεδόν τα προβλήµατα συνδυαστικής µπορούν να λυθούν µε την αρχή της απαρίθµησης,

θα µάθουµε αργότερα πολλούς τύπους που µας διευκολύνουν. 

ΕΕΞΞΑΑΣΣΚΚΗΗΣΣΗΗ

1. Κάποιος µπορεί να ταξιδέψει από τη Θεσσαλονίκη στην Αθήνα µε τρένο, λεωφορείο ή αεροπλάνο και α-

πό την Αθήνα στο Ηράκλειο µε πλοίο ή αεροπλάνο. Με πόσους τρόπους µπορεί να ταξιδέψει από τη Θεσ-

σαλονίκη στο Ηράκλειο;

2. Στο παιχνίδι του ΠΡΟΠΟ, µπορούµε να προβλέψουµε τον νικητή καθενός από τους αγώνες µε 3 τρό-

πους (1,Χ ή 2). Με πόσους τρόπους µπορούµε να συµπληρώσουµε τις 13 (ή 14 για το σούπερ δεκα-

τριάρι) θέσεις µίας στήλης;

παπούτσια 1

παντελόνι 1
πουκάµισο 1
πουκάµισο 2

παντελόνι 2

παντελόνι 1

παντελόνι 2

παντελόνι 1

παντελόνι 2

παπούτσια 2

παπούτσια 3

πουκάµισο 1
πουκάµισο 2
πουκάµισο 1
πουκάµισο 2
πουκάµισο 1
πουκάµισο 2

πουκάµισο 1
πουκάµισο 2
πουκάµισο 1
πουκάµισο 2

66



3. Ποιο είναι το πλήθος των πενταψήφιων αριθµών που διαβάζονται ίδιοι από δεξιά και από αριστερά,

π.χ. 12821;

4. Έχουµε στη διάθεσή µας 3 χρώµατα και θέλουµε να χρωµατίσουµε µία ταινία µε 5 διαδοχικά τετρα-

γωνάκια, ώστε δύο γειτονικά τετράγωνα να µην έχουν το ίδιο χρώµα. Με πόσους τρόπους µπορού-

µε να το κάνουµε αυτό;

5. Οι πινακίδες κυκλοφορίας των ελληνικών αυτοκινήτων αποτελούνται από 3 γράµµατα, που είναι κοι-

νά στο ελληνικό και στο λατινικό αλφάβητο και ένα τετραψήφιο αριθµό που δεν µπορεί βέβαια να αρ-

χίζει από 0. Πόσες τέτοιες πινακίδες µπορούµε να φτιάξουµε;

66..22..  ∆∆ΙΙΑΑΤΤAAΞΞΕΕΙΙΣΣ

Το ∆ιοικητικό Συµβούλιο ενός συλλόγου αποτελείται από 7 άτοµα. Συνεδριάζουν για να εκλέξουν πρό-

εδρο, γραµµατέα και ταµία. Με πόσους τρόπους µπορεί να γίνει η εκλογή; Μπορούν να εκλέξουν πρό-

εδρο µε 7 τρόπους (όσα είναι τα µέλη του ∆Σ) γραµµατέα µε 6 τρόπους (όσα είναι τα µέλη που αποµέ-

νουν µετά την εκλογή προέδρου) και ταµία µε 5 τρόπους (όσα είναι τα µέλη που µένουν µετά την εκλο-

γή των δύο πρώτων). Σύµφωνα µε την αρχή της απαρίθµησης, η εκλογή µπορεί να γίνει µε 7•6•5=210

τρόπους. Κάθε ένας από αυτούς τους τρόπους λέγεται δδιιάάττααξξηη  χχωωρρίίςς  εεππααννάάλληηψψηη  των 7 ανά 3. 

∆ιάταξη χωρίς επανάληψη των ν στοιχείων ενός συνόλου ανά κ (µε κ ν) λέγεται καθένας από

τους διαφορετικούς τρόπους µε τους οποίους µπορούµε να πάρουµε κ διαφορετικά στοιχεία α-

πό τα ν και να τα βάλουµε σε µία σειρά.

Το πλήθος των διατάξεων χωρίς επανάληψη συµβολίζεται µε (ν)
κ

και αν εργαστούµε όπως στο προη-

γούµενο παράδειγµα, βρίσκουµε ότι είναι ίσο µε ν(ν-1)(ν-2)…(ν-κ+1).

Το γινόµενο αυτό γράφεται και:

Έτσι τελικά έχουµε .

ΕΕφφααρρµµοογγήή  11

Πόσα ζευγάρια µε διαφορετικά στοιχεία µπορούµε να φτιάξουµε µε τα στοιχεία του συνόλου Α={α,β,γ,δ};

Ποια θα είναι αυτά τα ζευγάρια;

Το πλήθος των ζευγαριών θα είναι (4)
2
=4•3=12.

Τα ζευγάρια αυτά θα είναι (α,β), (α,γ), (α,δ), (β,α), (β,γ), (β,δ), (γ,α), (γ,β), (γ,δ), (δ,α), (δ,β), (δ,γ). 

≥
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ΕΕφφααρρµµοογγήή  22

Σε µία πόλη που έχει 8 ξενοδοχεία, φθάνουν 5 τουρίστες και διαλέγουµε από ένα διαφορετικό ξενοδο-

χείο ο καθένας. Με πόσους τρόπους µπορούν να µοιραστούν οι τουρίστες στα ξενοδοχεία;

Πρόκειται για διατάξεις χωρίς επανάληψη των 8 στοιχείων ανά 5, δηλαδή (8)
5
=8•7•6•5•4=6.720.

ΕΕφφααρρµµοογγήή  33

Οι διατάξεις 5 στοιχείων ανά κ είναι 20. Να βρείτε το κ.

Ας υποθέσουµε τώρα ότι έχουµε µία κάλπη µε 7 σφαιρίδια αριθµηµένα από 1 µέχρι 7. Επιλέγουµε

τυχαία ένα σφαιρίδιο, σηµειώνουµε το νούµερο και ξαναβάζουµε το σφαιρίδιο στην κάλπη. Η διαδικα-

σία επαναλαµβάνεται άλλες δύο φορές, ώστε να σχηµατίσουµε ένα τριψήφιο αριθµό. Πόσους τέτοιους

τριψήφιους αριθµούς µπορούµε να σχηµατίσουµε; Σύµφωνα µε την αρχή της απαρίθµησης και εφόσον

κάθε βήµα της διαδικασίας γίνεται µε 7 τρόπους, συνολικά έχουµε 73=343 τέτοιους τριψήφιους αριθ-

µούς. Κάθε ένας από αυτούς τους τρόπους ονοµάζεται δδιιάάττααξξηη  µµεε  εεππααννάάλληηψψηη των 7 στοιχείων ανά 3. 

∆ιάταξη µε επανάληψη των ν στοιχείων ενός συνόλου ανά κ λέγεται καθένας από τους διαφορε-

τικούς τρόπους µε τους οποίους µπορούµε να πάρουµε κ στοιχεία από τα ν και να τα βάλουµε

σε µία σειρά .

Το πλήθος των διατάξεων µε επανάληψη συµβολίζεται µε  [ν]
κ
=νκ .

ΕΕφφααρρµµοογγήή  44

Πόσα ζευγάρια µπορούµε να φτιάξουµε µε τα στοιχεία του συνόλου Α={α,β,γ,δ}; Ποια θα είναι αυτά τα

ζευγάρια; (Συγκρίνετε το αποτέλεσµα µε την εφαρµογή 1).

Το πλήθος των ζευγαριών θα είναι: [4]
2
=42=16.

Τα ζευγάρια αυτά θα είναι (α,α), (α,β), (α,γ), (α,δ), (β,α), (β,β), (β,γ), (β,δ), (γ,α), (γ,β), (γ,γ), (γ,δ), (δ,α), (δ,β),

(δ,γ), (δ,δ). Αντίθετα µε την εφαρµογή 1, εδώ επιτρέπονται ζευγάρια µε ίδια στοιχεία.

ΕΕφφααρρµµοογγήή  55

Σε µία πόλη που έχει 8 ξενοδοχεία, φθάνουν 5 τουρίστες και διαλέγουν από ένα ξενοδοχείο ο καθέ-

νας, αλλά αντίθετα από την εφαρµογή 2, µπορούν να µείνουν περισσότεροι από ένας σε κάθε ξενοδο-

χείο. Με πόσους τρόπους µπορούν να µοιραστούν οι τουρίστες στα ξενοδοχεία;

Πρόκειται για διατάξεις µε επανάληψη των 8 στοιχείων ανά 5, δηλαδή [8]
5
=85=32.768.
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ΕΕΞΞΑΑΣΣΚΚΗΗΣΣΗΗ

1. Αντιστοιχίστε τα στοιχεία της πρώτης στήλης µε τα στοιχεία της δεύτερης.

2. Αντιστοίχισε τα στοιχεία της πρώτης στήλης µε τα στοιχεία της δεύτερης.

3. Με πόσους τρόπους µπορούν να καθίσουν 4 άτοµα σε 6 καρέκλες; Αν η πρώτη καρέκλα έχει κρατηθεί

για τον επίσηµο προσκεκληµένο, µε πόσους τρόπους µπορούν τα 4 άτοµα να καθίσουν στις υπόλοιπες

καρέκλες;

4. Με πόσους τρόπους µπορούµε να βάλουµε 3 πουκάµισα σε 5 συρτάρια αν:

α) σε κάθε συρτάρι µπορεί να µπει το πολύ ένα πουκάµισο;

β) σε κάθε συρτάρι µπορούν να µπουν όσα πουκάµισα θέλουµε;

5. Ένα σύστηµα ΠΡΟΠΟ έχει 4 διπλές και 3 τριπλές παραλλαγές. Από πόσες στήλες αποτελείται;

6. Πόσους τετραψήφιους αριθµούς µπορούµε να φτιάξουµε µε τα ψηφία 1,2,3,6,7,8,9 αν:

α) τα ψηφία πρέπει να είναι διαφορετικά µεταξύ τους;

β) ο αριθµός µπορεί να περιέχει ίδια στοιχεία;

7. Πόσους τετραψήφιους αριθµούς µε διαφορετικά ψηφία µπορούµε να φτιάξουµε (εννοείται όχι 0 στην

πρώτη θέση);

ΑΑ ΒΒ

0

(ν)
0 1

(ν)
1 ν

(ν)
ν-1 ν2–ν

(ν)
ν (ν–1)!

(ν)
2 ν!

∆εν ορίζεται

ΑΑ ΒΒ

1

(3)
2 6

(2)
3 8

[3]
2 9

[2]
3 12

∆εν ορίζεται
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8. Πόσους τετραψήφιους αριθµούς µπορούµε να φτιάξουµε, ώστε τα δύο πρώτα ψηφία να είναι 1,2,3,4

ή 5 και τα δύο τελευταία 6,7,8,9 ή 0 αν:

α) δεν επιτρέπονται ίδια ψηφία;

β) επιτρέπονται ίδια ψηφία;

9. Σε έναν αγώνα δρόµου λαµβάνουν µέρος 9 αθλητές. Πόσες είναι οι διαφορετικές τριάδες που µπορούν

να εµφανιστούν στις 3 πρώτες θέσεις;

10 Να βρείτε το ν, αν οι διατάξεις χωρίς επαναλήψεις των ν στοιχείων ανά 4 είναι 42 φορές περισσότε-

ρες από τις διατάξεις χωρίς επαναλήψεις των ν στοιχείων ανά 2.

11. Να βρείτε το ν, αν οι διατάξεις χωρίς επανάληψη των ν στοιχείων ανά 3 είναι 120.

12. Να βρείτε το κ, αν οι διατάξεις χωρίς επανάληψη των 7 στοιχείων ανά κ είναι 210.

66..33..  ΜΜΕΕΤΤΑΑΘΘΕΕΣΣΕΕΙΙΣΣ

Έχουµε µία οµάδα 5 ατόµων και θέλουµε να τους παρατάξουµε σε µία σειρά. Με πόσους τρόπους µπο-

ρεί να γίνει αυτό; Είναι φανερό ότι πρόκειται για διατάξεις χωρίς επανάληψη των 5 ανά 5, συνεπώς αυ-

τό γίνεται µε τρόπους. 

Κάθε ένας από αυτούς ονοµάζεται και µετάθεση των 5 στοιχείων. 

Μετάθεση των ν στοιχείων ενός συνόλου λέγεται καθένας από τους διαφορετικούς τρόπους µε

τους οποίους µπορούµε να βάλουµε τα ν αυτά στοιχεία σε µία σειρά. 

Το πλήθος των µεταθέσεων αυτών συµβολίζεται µε και είναι ίσο µε 

Έτσι καταλήγουµε στον τύπο P
ν
=ν! .

ΕΕφφααρρµµοογγήή  11

Θέλουµε να βάλουµε σε µία σειρά τον Πέτρο, το Νίκο και την Ελένη. Με πόσους τρόπους µπορούµε να

το κάνουµε; Ποιοι είναι αυτοί οι τρόποι;

Πρόκειται για µεταθέσεις 3 στοιχείων, άρα υπάρχουν P
3
=3!=3•2•1=6 τρόποι. Αυτοί είναι οι εξής: ΕΝΠ,

ΕΠΝ, ΝΕΠ, ΝΠΕ, ΠΕΝ, ΠΝΕ (για ευκολία έχει γραφεί µόνο το αρχικό γράµµα κάθε ονόµατος).
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ΕΕφφααρρµµοογγήή  22

Πόσους τετραψήφιους αριθµούς µπορούµε να φτιάξουµε χρησιµοποιώντας τα ψηφία 1,3,7,8 από µία φο-

ρά το καθένα; Πόσοι από τους αριθµούς αυτούς δεν αρχίζουν από 1;

Πρόκειται για µεταθέσεις 4 στοιχείων, άρα το πλήθος τους είναι: P
4
=4!=4•3•2•1=24. Για να βρούµε

πόσοι αριθµοί δεν αρχίζουν από 1, αρκεί να βρούµε πόσοι είναι αυτοί που αρχίζουν από 1 και να τους

αφαιρέσουµε. Οι αριθµοί που αρχίζουν από 1, είναι όσες και οι µεταθέσεις των άλλων τριών ψηφίων στις

υπόλοιπες θέσεις, δηλαδή P
3
=3!=3•2•1=6. Έτσι, οι αριθµοί που δεν αρχίζουν από 1 είναι 24–6 = 8.

Ας υποθέσουµε τώρα ότι έχουµε 3 µπλε σφαίρες, 2 πράσινες και 1 κόκκινη και θέλουµε να τα βά-

λουµε σε µία σειρά, για παράδειγµα «µµπκµπ». Με πόσους τρόπους µπορεί να γίνει αυτό; Αν οι 6 σφαί-

ρες ήταν διαφορετικές µεταξύ τους, τότε θα είχαµε P
6
=6!=6•5•4•3•2•1=720. Τώρα όµως οι 3 µπλε σφαί-

ρες είναι ίδιες και αν τις αλλάξουµε θέσεις µεταξύ τους δεν δηµιουργούµε µια διαφορετική σειρά. Οι

µπλε σφαίρες µπορούν να αλλάξουν θέσεις µεταξύ τους µε P
3
=3!=3•2•1=6τρόπους. Όµοια οι 2 πράσι-

νες σφαίρες αλλάζουν θέσεις µεταξύ τους µεP
2
=2!=2•1=2 τρόπους. Έτσι, τελικά οι τρόποι µε τους οποί-

ους 

µπορούµε να τοποθετήσουµε τις σφαίρες είναι τρόποι. 

Κάθε τέτοιος τρόπος τοποθέτησης είναι µία µετάθεση µε επανάληψη.

Αν έχουµε ένα σύνολο ν στοιχείων από τα οποία α
1

είναι ίδια µεταξύ τους, α
2

επίσης είναι ίδια µε-

ταξύ τους,…, α
κ

είναι ίδια µεταξύ τους, τότε κάθε τοποθέτηση των ν στοιχείων σε µία σειρά λέγε-

ται µετάθεση µε επανάληψη.

Το πλήθος των δυνατών αυτών µεταθέσεων είναι .

ΕΕφφααρρµµοογγήή  33

Πόσες διαφορετικές λέξεις µπορούµε να φτιάξουµε µε αναγραµµατισµός της λέξης ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ; (∆εν µας

ενδιαφέρει αν οι λέξεις έχουν νόηµα).

Έχουµε στη διάθεσή µας 10 στοιχεία, µέσα στα οποία εµφανίζεται 3 φορές το Τ, 2 φορές το Σ και 2

φορές το 1. Το πλήθος των διαφορετικών λέξεων θα είναι ίσο µε το πλήθος των µεταθέσεων µε επανά-

ληψη, δηλαδή:

ΣΣηηµµεείίωωσσηη:: Όταν οι αριθµοί που εµφανίζονται στις πράξεις είναι µεγάλοι, πρέπει πρώτα να κάνουµε

όλες τις δυνατές απλοποιήσεις. ∆ιαφορετικά, οι ενδιάµεσοι αριθµοί που προκύπτουν εί-

ναι τόσο µεγάλοι, που µπορεί να µην υπολογίζονται ούτε µε κοµπιουτεράκι!
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ΕΕΞΞΑΑΣΣΚΚΗΗΣΣΗΗ

1. Επιλέξτε τη σωστή απάντηση:

α. Πόσες είναι µεταθέσεις 4 στοιχείων;

Α. 4 Β. 6 Γ.12 ∆. 24 Ε. 120

β. Πόσες είναι οι µεταθέσεις 4 στοιχείων από τα οποία δύο είναι ίδια µεταξύ τους;

Α. 4 Β. 6 Γ.12 ∆. 24 Ε. 120

γ. Η διαφορά είναι ίση µε :

Α. 2 Β. 3 Γ. 4 ∆. 6 Ε. 12

2. Πόσες διαφορετικές λέξεις µπορούµε να φτιάξουµε µε αναγραµµατισµό της λέξης:

α) ∆ΟΚΙΜΗ

β) ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ

3. Πόσοι αριθµοί µεταξύ του 3.000 και του 4.000 περιέχουν τα ψηφία 2,3,4,5;

4. Έχουµε στη διάθεσή µας 3 κόκκινες και 2 πράσινες σφαίρες. Με πόσους τρόπους µπορούµε να τις

τοποθετήσουµε στη σειρά;

5. Μία οµάδα µαθητών αποτελείται από 4 αγόρια και 3 κορίτσια. Με πόσους τρόπους µπορούµε να τους

παρατάξουµε στη σειρά, αν:

α. δεν µας ενδιαφέρει ο τρόπος παράταξης

β. θέλουµε τα κορίτσια µπροστά και τα αγόρια πίσω

γ. θέλουµε τα κορίτσια µαζί και τα αγόρια µαζί.

6. ∆ύο ανδρόγυνα και δύο ανύπαντροι φίλοι τους (συνολικά 6 άτοµα), έχουν κλείσει τις 6 κεντρικές θέ-

σεις µίας σειράς στο θέατρο. Με πόσους τρόπους µπορούν να καθίσουν, αν:

α. δεν µας ενδιαφέρει η σειρά

β. τα ανδρόγυνα πρέπει να καθίσουν ο ένας δίπλα στον άλλο.

7. Μία αυτόµατη κλειδαριά έχει έναν τετραψήφιο κωδικό µε διαφορετικά ψηφία. Πόσους κωδικούς πρέ-

πει να δοκιµάσει ο ιδιοκτήτης που θυµάται τα τέσσερα ψηφία, αλλά :

α. δεν θυµάται καθόλου τη σωστή σειρά

β. θυµάται µόνο πιο είναι το πρώτο ψηφίο

γ. θυµάται µόνο πιο είναι το πρώτο και πιο είναι το τελευταίο ψηφίο.

8. ∆είξτε ότι: 

α) P
ν
=(ν)

ν-1

β) (10)
4
=P

7

γ) (6)
3
=P

5

66..44..  ΣΣΥΥΝΝ∆∆ΥΥΑΑΣΣΜΜΟΟΙΙ

Αν θέλουµε από µία οµάδα 7 ατόµων να επιλέγουµε µία τριµελή επιτροπή, µε πόσους τρόπους µπορεί

να γίνει αυτό; Αν επρόκειτο για διατάξεις θα είχαµε (7)
3
=7•6•5=210 τρόπους. Όµως δεν πρόκειται για δια-

τάξεις, γιατί δεν µας ενδιαφέρει η σειρά ανάµεσα στα µέλη της επιτροπής, δηλαδή µία τριάδα «αβγ» θα

είναι ίδια µε την «βγα» και µε όλες αυτές που προκύπτουν από τη µετάθεση των τριών στοιχείων, Αυτές
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οι τριάδες είναι. Έτσι, το πραγµατικό πλήθος των τρόπων µε τους οποίους µπορεί να γίνει η επιλογή της

τριµελούς επιτροπής είναι . 

Κάθε τέτοια τριάδα που δεν έχει συγκεκριµένη σειρά, είναι ένας σσυυννδδυυαασσµµόόςς  χχωωρρίίςς  εεππααννάάλληηψψηη  των 7

στοιχείων αντί 3. 

Συνδυασµός χωρίς επανάληψη των ν στοιχείων ενός συνόλου Α ανά κ λέγεται κά-

θε υποσύνολο του Α µε κ στοιχεία, δηλαδή κάθε οµάδα κ διαφορετικών στοιχείων του Α, χωρίς

να µας ενδιαφέρει η σειρά των στοιχείων.

Το πλήθος των συνδυασµών χωρίς επανάληψη ν στοιχείων ανά κ συµβολίζεται µε και, όπως εί-

δαµε στο προηγούµενο παράδειγµα, είναι ίσο µε:

Έτσι καταλήγουµε στο .

ΕΕφφααρρµµοογγήή  11

Αν Α={α,β,γ,δ,ε}, πόσα υποσύνολα µε 3 στοιχεία µπορούµε να φτιάξουµε και ποια είναι αυτά;

Το πλήθος των υποσυνόλων είναι .

Τα υποσύνολα αυτά είναι:

{α,β,γ},{α,β,δ},{α,β,ε},{α,γ,δ},{α,γ,ε},{α,δ,ε},{β,γ,δ},{β,γ,ε},{β,δ,ε},{γ,δ,ε}

ΕΕφφααρρµµοογγήή  22

Με πόσους τρόπους µπορούµε να χωρίσουµε µία οµάδα 10 ατόµων σε τρεις υποοµάδες των 5,3 και 2

ατόµων;

Η επιλογή των ατόµων της πρώτης οµάδας γίνεται µε τρόπους. 

Η επιλογή των µελών της δεύτερης οµάδας γίνεται από τους υπόλοιπους 5 µε τρόπους και τέλος η

επιλογή των µελών της τρίτης οµάδας γίνεται µε τρόπους.

Έτσι, συνολικά έχουµε: τρόπους επιλογής των

µελών της κάθε οµάδας.
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Το αποτέλεσµα δεν αλλάζει αν αλλάξουµε τη σειρά των οµάδων, για παράδειγµα

Όµως οι τρεις οµάδες µπορούν να µετατεθούν µεταξύ τουςµε 3! = 6 τρόπους και από µία τέτοια µετά-

θεση δεν προκύπτει διαφορετικός χωρισµός. Τελικά λοιπόν έχουµε τρόπους να φτιάξου-

µε τις οµάδες.

ΕΕφφααρρµµοογγήή  33

∆είξτε ότι : α) , β) , γ) .

α)

β)

γ)

Αν έχουµε τρία είδη σφαιρών, κόκκινες, πράσινες και µπλε και µπορούµε να επιλέξουµε δύο, µε ποι-

ους τρόπους µπορούµε να το κάνουµε; Εύκολα µπορούµε να καταγράψουµε όλα τα αποτελέσµατα,

γιατί είναι λίγα. Αυτά είναι λοιπόν κκ, κπ, κµ, ππ, πµ, µµ.

Κάθε ένα από αυτά τα αποτελέσµατα είναι ένας συνδυασµός µε επανάληψη 3 στοιχείων ανά 2. 

Συνδυασµός µε επανάληψη ν στοιχείων ενός συνόλου Α ανά κ, είναι κάθε οµάδα κ στοιχείων του

Α, όχι κατ' ανάγκη διαφορετικών µεταξύ τους και χωρίς να µας ενδιαφέρει η σειρά.

Το πλήθος των συνδυασµών µε επανάληψη ν στοιχείων ανά κ, συµβολίζεται µε και αποδει-

κνύεται ότι είναι ίσο µε :

Παρατηρούµε ότι, όπως και στις διατάξεις µε επανάληψη, το κ µπορεί να είναι µεγαλύτερο από το ν.
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ΕΕφφααρρµµοογγήή  44

Πόσα είναι τα διαφορετικά αποτελέσµατα όταν ρίχνουµε δύο ζάρια;

Όταν ρίχνουµε ένα ζάρι, έχουµε 6 διαφορετικά αποτελέσµατα. Όταν ρίχνουµε δύο ζάρια θα έχου-

µε συνδυασµούς αυτών των 6 αποτελεσµάτων ανά 2, αλλά µπορούµε να έχουµε και το ίδιο αποτέλε-

σµα δύο φορές, π.χ. δύο εξάρια. Έτσι, έχουµε συνδυασµούς µε επανάληψη και το πλήθος τους είναι:

Ας προσπαθήσουµε τώρα να απαντήσουµε το πρόβληµα του προπονητή που είδαµε στην αρχή του

κεφαλαίου. Ο προπονητής έχει στη διάθεσή του 3 τερµατοφύλακες, 6 αµυντικούς, 5 µέσους και 3 επι-

θετικούς. Αφού η οµάδα παίζει µε σύστηµα 4,3,3, ο προπονητής πρέπει να διαλέξει 1 τερµατοφύλακα α-

πό 

τους 3 (αυτό γίνεται µε τρόπους), 4 αµυντικούς από τους 6 (µε τρόπους), 3 µέσους από τους 

5 (µε τρόπους) και 3 επιθετικούς από τους 3 (µε τρόπους). 

Έτσι, σύµφωνα µε την αρχή της απαρίθµησης, έχει τρόπους να συνθέσει τη εντεκάδα. (∆ύσκολη

δουλειά να είσαι προπονητής!).

ΕΕΞΞΑΑΣΣΚΚΗΗΣΣΗΗ

1. Αντιστοίχησε τα στοιχεία της πρώτης στήλης µε τα στοιχεία της δεύτερης.

ΑΑ ΒΒ
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2. Αντιστοίχησε τα στοιχεία της πρώτης στήλης µε τα στοιχεία της δεύτερης.

ΑΑ ΒΒ

3. Σε ένα τουρνουά σκακιού, πήραν µέρος 6 παίκτες και ο καθένας αντιµετώπισε από µία φορά όλους

τους άλλους. Πόσοι αγώνες έγιναν;

4. Σε µία δεξίωση, ο κάθε καλεσµένος αντάλλαξε µία χειραψία µε κάθε έναν από τους υπόλοιπους κα

συνολικά έγιναν 45 χειραψίες. Πόσοι ήταν οι καλεσµένοι;

5. Ένας σύλλογος έχει 20 µέλη. Με πόσους τρόπους µπορεί να εκλέξει:

α. µία τριµελή διοικητική επιτροπή

β. πρόεδρο, γραµµατέα και ταµία.

6. Σε ένα δελτίο LOTTO έχουν σηµειωθεί 8 αριθµοί. Πόσες οµάδες έχουν παιχτεί στο δελτίο αυτό;

7. Σε µία εκδήλωση που παρευρίσκονται 15 άτοµα, πρόκειται να διανεµηθούν µε κλήρωση 5 δώρα. Με

πόσους τρόπους µπορεί να γίνει αυτό;

8. Αν έχουµε στη διάθεσή µας κέρµατα των 5,10,20 και 50 λεπτών, µε πόσους τρόπους µπορούµε να

φτιάξουµε µία οµάδα 6 νοµισµάτων;

9. Πόσα είναι τα δυνατά αποτελέσµατα, όταν :

α. ρίχνουµε ένα ζάρι τρεις φορές

β. ρίχνουµε τρία ζάρια ταυτόχρονα.

10. Μία τράπουλα έχει 52 χαρτιά. Σε ένα παιχνίδι µε δύο παίκτες, πρέπει ο καθένας να πάρει 6 χαρτιά.

Με πόσους τρόπους µπορεί να γίνει αυτό;

11. Πόσους αριθµούς µε διαφορετικά ψηφία µπορούµε να σχηµατίσουµε αν πάρουµε 3 από τα ψηφία

1,2,3,4 και 2 από τα 5,6,7,8,9.
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12. Μία τάξη αποτελείται από 6 µαθητές και 9 µαθήτριες. Θέλουµε να εκλέξουµε µία τετραµελή αντι-

προσωπεία. Με πόσους τρόπους µπορεί να γίνει η επιλογή, αν:

α. ο αριθµός των µαθητών πρέπει να είναι ίσος µε τον αριθµό των µαθητριών

β. η αντιπροσωπεία πρέπει να περιέχει µαθητές και των δύο φύλων

γ. η αντιπροσωπεία πρέπει να περιέχει τουλάχιστον δύο µαθήτριες.

13. ∆είξτε ότι:

α.

β.

γ.

14. Να βρείτε τα ν και κ, αν οι διατάξεις ν στοιχείων ανά κ, είναι 120 και οι συνδυασµοί ν στοιχείων ανά

κ είναι 20.

Όταν µας δίνουν ένα σύνολο που αποτελείται από ν αντικείµενα (στοιχεία) και θέλουµε να σχηµατίσουµε

µε αυτή διαφορερικές µεταξύ τους οµάδες που η καθεµία να διαφέρουν από τις άλλες κατά τη θέση

των αντικειµένων η κατά τη φύση της. Στην περίπτωση που το πλήθος τω αντικειµένων είναι πολύ µεγάλο

ο προσδιορισµός του πλήθους των οµάδων είαν δύσκολο να βρεθεί µε απλό πρακτικό τρόπο για το λόγο

αυτό χρησιµοποιούµε τη συνδυαστική ανάλυση.

• ΣΣυυννδδιιαασσττιικκήή  ααννάάλλυυσσηη

Τα παραπάνω είναι χρήσιµα στη θεωρία λογισµού πιθανοτήτων. Ο εκπαιδευόµενος θα είναι σε θέση

να απαριθµήση σύνολα που προκύπτουν σε πραγµατικά προβλήµατα και θα µπορεί έτσι να υπολογίσει

την πιθανότητα να συµβούν αντίστοιχα ενδεχόµενα.
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ΒΒιιββλλιιοογγρρααφφίίαα  //  IInntteerrnneett

«Applied Combinatories», Tucker A.C., 1990

«Combinatorial theory», Hall M., 1967

«Εισαγωγή στη Συνδυαστική», Πανάρετος, 1995

«Συνδυαστική απαρίθµιση», Μωυσιάδης Χρόνης

«Συνδυαστική», Θ. Ν. Καζαντζής, Μαθητική βιβλιοθήκη Βαφειάδης

«Συνδυαστική», Χαράλαµπου Α. Χαραλαµπίδη, Συµµετρία

www.gomath.com: site για βοήθεια στα µαθηµατικά, που περιέχει αλγόριθµους επίλυσης εξισώσεων, γεωµετρία,

εξηγήσεις για µαθηµατικά σύµβολα, πίνακες µε µαθηµατικές πράξεις κ.ά.

http://combinators.scientist.gr: στο site υπάρχουν βασικές θεωρίες για µεταθέσεις και διατάξεις, συνδυασµοί µε

ή χωρίς επανάληψη, δηµιουργία συνδυασµών καθώς και αρκετά παραδείγµατα.

ΟΟ∆∆ΗΗΓΓΟΟΣΣ  ΓΓΙΙΑΑ  ΠΠΕΕΡΡΑΑΙΙΤΤΕΕΡΡΩΩ  ΜΜΕΕΛΛΕΕΤΤΗΗ

««ΛΛοογγιισσµµόόςς  ππιιθθααννοοττήήττωωνν»»,,  ΕΕκκδδόόσσεειιςς  ΣΣττααµµοούύλληηςς,,  ΑΑπποοσσττ..  ΚΚιιόόχχοοςς

Στο βιβλίο αναπτύσσονται η θεωρία της Συνδυαστικής η έννοια της πιθανότητας. Θέµατα που αφορούν τυχαίες

και θεωρητικές κατανοµές µε πληθώρα παραδειγµάτων και λυµένων εφαρµογών.
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77..  ΠΠΙΙΘΘΑΑΝΝΟΟΤΤΗΗΤΤΕΕΣΣ

ΠΠρροοσσδδοοκκώώµµεενναα  ααπποοττεελλέέσσµµαατταα::  Καθώς ο εκπαιδευόµενος πετύχει τον παραπάνω στόχο, θα είναι

έτοιµος να περάσει στο επόµενο κεφάλαιο, των τυχαίων µεταβλητών, όπου τα όσα έµαθε στο παρόν

κεφάλαιο, θα λειτουργήσουν ως βάση – εργαλείο για την εις βάθος µελέτη της έννοιας της πιθανότητας,

όπως χρησιµοποιείται σήµερα.

ΕΕιισσααγγωωγγιικκέέςς  ππααρρααττηηρρήήσσεειιςς::  Με την έννοια της πιθανότητας είµαστε εξοικειωµένοι από την καθηµερινότητά

µας, είτε αφορά τη ρίψη των ζαριών στο τάβλι, είτε την αποτελεσµατικότητα µιας θεραπείας.

Προφανώς στη δεύτερη περίπτωση το θέµα είναι σοβαρό. Άρα η πιθανότητα έχει καθοριστηκό ρόλο στη ζωή

µας. 

Τι σηµαίνει, όµως, για τα µαθηµατικά η πιθανότητα;

Οι bookers δίνουν αγώνες του αγγλικού ποδοσφαίρου 2 προς 1, ή στα µαθηµατικά 2/1. Έχουµε 98% πιθανότητα

να είναι αποτελεσµατική µία θεραπεία. ∆ηλαδή 98 στους 100 ασθενείς θεραπεύονται ή στις 100 περιπτώσεις,

οι 98 µας ευνοούν (ευνοϊκές). ∆ηλαδή χονδρικά θα λέγαµε ότι διαιρούµε τις ευνοϊκές περιπτώσεις προς όλες

τις περιπτώσεις και προκύπτει η πιθανότητα. Αυτό στα µαθηµατικά διατυπώνεται µέσω του ακόλουθου

ορισµούτης πιθανότητας:

Ρ(Α): πιθανότητα του ενδεχοµένου που µας ενδιαφέρει (π.χ. αποτελεσµατικότητα θεραπείας

Ν(Ω): σύνολο των περιπτώσεων που έχουµε (π.χ. όλοι οι ασθενείς)
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ΒΒαασσιικκέέςς  έέννννοοιιεεςς::  

• δειγµατικός χώρος

• ενδεχόµενο

• πράξεις µε σύνολα

ΣΣττόόχχοοςς  ττοουυ  µµααθθήήµµααττοοςς::  ο εκπαιδευόµενος να µπορεί να υπολογίζει µε ακρίβεια και ορθότητα την

πιθανότητα να πραγµατοποιηθεί ένα ενδεχόµενο, και αυτό ακόµη και σε σύνθετα προβλήµατα.

Ενδιάµεσος στόχος είναι, προκειµένου να συµβεί αυτό, να εντοπίζει βεβαίως τα σύνολα αυτά στα

προβλήµατα που του παρουσιάζονται.



77..11..  ∆∆ΕΕΙΙΓΓΜΜΑΑΤΤΙΙΚΚΟΟΣΣ  ΧΧΩΩΡΡΟΟΣΣ  ––  ΕΕΝΝ∆∆ΕΕΧΧΟΟΜΜΕΕΝΝΑΑ

Γνωρίζουµε από τη Φυσική ότι, αν ζεστάνουµε ένα δοχείο µε απεσταγµένο νερό στη συνηθισµένη ατµο-

σφαιρική πίεση (760 mmHg), αυτό θα βράσει στους 100ο C. Επίσης γνωρίζουµε ότι αν αφήσουµε ένα 

µικρό αντικείµενο να πέσει ελεύθερα από ύψος h, αυτό θα φθάσει στο έδαφος σε χρόνο .

Όσες φορές και αν επαναλάβουµε τα παραπάνω πειράµατα, θα έχουµε το ίδιο αποτέλεσµα. Ένα πείραµα

κατά το οποίο η γνώση των συνθηκών υπό τις οποίες πραγµατοποιείται καθορίζει πλήρως το αποτέλεσµα

λέγεται αιτιοκρατικό. 

Υπάρχουν όµως και πειράµατα κατά τα οποία δεν µπορεί να γίνει ακριβής πρόβλεψη του αποτελέ-

σµατος. Αν καταγράψουµε τη θερµοκρασία στις 12 το µεσηµέρι κάθε µέρας για ένα µήνα, τα αποτελέ-

σµατα µπορεί να βρίσκονται µέσα σε κάποια λογικά πλαίσια, αλλά δεν µπορούµε να τα ξέρουµε εκ των

προτέρων. Επίσης, αν µετρήσουµε το χρόνο που χρειαζόµαστε κάθε πρωί για να πάµε στη δουλειά µας

µε το αυτοκίνητο, δεν είναι κάθε φορά ο ίδιος, ακόµα και αν φροντίσουµε να φύγουµε την ίδια ώρα και

ακολουθήσουµε την ίδια διαδροµή γιατί εξαρτάται από ποια φανάρια θα µας πιάσουν, τι κίνηση θα έ-

χει, αν θα µας συµβεί κάποιο ατύχηµα κ.λ.π. Ένα πείραµα το οποίο µπορεί να επαναληφθεί όσες φο-

ρές θέλουµε κάτω από τις ίδιες ακριβώς συνθήκες και του οποίου δεν µπορούµε να προβλέψουµε το

αποτέλεσµα, λέγεται ππεείίρρααµµαα  ττύύχχηηςς. 

Πειράµατα τύχης, είναι για παράδειγµα:

– το ρίξιµο ενός ζαριού και η καταγραφή του αποτελέσµατος.

– Η κλήρωση του JOKER για τον καθορισµό των αριθµών που κερδίζουν.

– Σταµατάµε τυχαία άτοµα στο δρόµο και καταγράφουµε την ηλικία τους.

– Καταγράφουµε τις µετρήσεις της AGB για την τηλεθέαση ενός προγράµµατος κατά τη διάρκεια ε-

νός µήνα.

– Βγάζουµε ένα χαρτί από µία τράπουλα και κοιτάζουµε ποιο είναι.

Το σύνολο όλων των δυνατών αποτελεσµάτων ενός πειράµατος τύχης, λέγεται δδεειιγγµµααττιικκόόςς  χχώώρροοςς

του πειράµατος και συµβολίζεται µε Ω. Όταν ρίχνουµε ένα ζάρι ο δειγµατικός χώρος του πειράµατος

είναι Ω={1,2,3,4,5,6}. Όταν επιλέγουµε τυχαία ένα τηλεφώνηµα και καταγράφουµε τη διάρκειά του, ο

δειγµατικός χώρος είναι

Το πλήθος των στοιχείων του δειγµατικού χώρου, µπορεί να υπολογιστεί µε τη βοήθεια των κανό-

νων της συνδυαστικής. Η αναλυτική καταγραφή όµως των στοιχείων του, απαιτεί µεγάλη προσοχή, ιδι-

αίτερα αν αυτά είναι πολλά. Σ' αυτό µπορεί να µας βοηθήσει το λεγόµενο δενδροδιάγραµµα. 

ΕΕφφααρρµµοογγήή  11

Ρίχνουµε ένα νόµισµα τρεις φορές και καταγράφουµε το αποτέλεσµα Κ (κεφαλή) ή Γ (γράµµατα). Ποιος

είναι ο δειγµατικός χώρος του πειράµατος;

Επειδή πρόκειται για διατάξεις µε επανάληψη, το πλήθος των στοιχείων του Ω θα είναι: [2]
3
=23=8. Για

να βρούµε ποια είναι τα στοιχεία του, σηµειώνουµε στο παρακάτω δενδροδιάγραµµα τα αποτελέσµατα

κάθε σταδίου του πειράµατος:
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Τα στοιχεία του δειγµατικού χώρου περιγράφονται από τις διακλαδώσεις του δένδρου, δηλαδή από ό-

λες τις δυνατές διαδροµές από τη ρίζα µέχρι την άκρη κάθε κλαδιού. Έτσι έχουµε Ω = {ΚΚΚ, ΚΚΓ, ΚΓΚ,

ΚΓΓ, ΓΚΚ, ΓΚΓ, ΓΓΚ, ΓΓΓ}.

Κάθε υποσύνολο του δειγµατικού χώρου Ω ενός πειράµατος τύχης, ονοµάζεται εεννδδεεχχόόµµεεννοο. Για

παράδειγµα, όταν ρίχνουµε ένα ζάρι, τα σύνολα A = {5}, B = {2,6}, Γ = {1,3,5}, ∆ = {1,2,4,6} είναι ενδε-

χόµενα. Ένα ενδεχόµενο µπορεί να είναι ααππλλόό αν έχει µόνο ένα στοιχείο ή 

ΣΣύύννθθεεττοο αν έχει περισσότερα στοιχεία. Στο προηγούµενο παράδειγµα, το ενδεχόµενο Α είναι απλό,

ενώ τα Β,Γ,∆ είναι σύνθετα. Λέµε ότι ένα ενδεχόµενο ππρρααγγµµααττοοπποοιιεείίττααιι, όταν το αποτέλεσµα του πει-

ράµατος ανήκει στο δενδροδιάγραµµα αυτό, δηλαδή αν ρίξουµε ένα ζάρι και το αποτέλεσµα είναι 6,

τότε πραγµατοποιούνται τα Β και ∆, ενώ δεν πραγµατοποιούνται τα Α και Γ. Τα στοιχεί ενός ενδεχόµε-

νου τα λέµε και εευυννοοϊϊκκέέςς  ππεερριιππττώώσσεειιςς  για την πραγµατοποίησή του, δηλαδή το ενδεχόµενο Β έχει δύο

ευνοϊκές περιπτώσεις γιατί πραγµατοποιείται αν το αποτέλεσµα του πειράµατος είναι 2 ή 6.

Υποσύνολο του δειγµατικού χώρου Ω θεωρείται και το ίδιο το Ω και συνεπώς ολόκληρο το Ω είναι έ-

να ενδεχόµενο που ονοµάζεται ββέέββααιιοο ενδεχόµενο, γιατί πραγµατοποιείται πάντοτε οποιοδήποτε και να

είναι το αποτέλεσµα του πειράµατος τύχης. Υποσύνολο του Ω και συνεπώς ενδεχόµενο, θεωρείται και το

κενό σύνολο που δεν περιέχει κανένα στοιχείο.

Το σύνολο αυτό το συµβολίζουµε µε ή {} και το ονοµάζουµε ααδδύύννααττοο ενδεχόµενο, γιατί δεν πραγ-

µατοποιείται ποτέ, όποιο και αν είναι το αποτέλεσµα του πειράµατος τύχης.

Το πλήθος των στοιχείων ενός ενδεχόµενου Α, ονοµάζεται ππλληηθθάάρριιθθµµοοςς του ενδεχόµενου και συµ-

βολίζεται µε Ν(Α). Σύµφωνα µε τα παραδείγµατα που αναφέρθηκαν παραπάνω για το ρίξιµο ενός ζαρι-

ού, έχουµε Ν(Α)=1, Ν(Β)=2, Ν(Ω)=6,Ν( )=0. 

ΕΕφφααρρµµοογγήή  22

Όταν ρίχνουµε ένα ζάρι τρεις φορές (βλέπε εφαρµογή 1), να καταγράψετε αναλυτικά τα ενδεχόµενα:

Α. να έχουµε 2 φορές Κεφαλή

1ο στάδιο

Κ

Κ
Κ

Γ

Γ

Γ

Κ

Γ

2ο στάδιο 3ο στάδιο

Κ

Γ

Κ

Γ

Κ

Γ
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Β. να έχουµε τουλάχιστον 2 φορές Κεφαλή

Γ. να έχουµε το πολύ 2 φορές Κεφαλή

∆. να έχουµε ίσο αριθµό Κεφαλών και Γραµµάτων

Ο δειγµατικός χώρος Ω, είναι ο αναφερόµενος στην εφαρµογή 1.

Α. το ενδεχόµενο είναι Α = {ΚΚΓ, ΚΓΚ, ΓΚΚ}

Β. το ενδεχόµενο πραγµατοποιείται αν έχουµε 2 ή 3 φορές Κεφαλή και συνεπώς Β = {ΚΚΚ, ΚΚΓ,

ΚΓΚ, ΓΚΚ}.

Γ. το ενδεχόµενο πραγµατοποιείται αν έχουµε 2 ή 1 ή καµία Κεφαλή και συνεπώς Γ = {ΚΚΓ, ΚΓΚ,

ΚΓΓ, ΓΚΚ, ΓΚΓ, ΓΓΚ, ΓΓΓ}.

∆. το ενδεχόµενο δεν πραγµατοποιείται ποτέ, γι' αυτό ∆ = .

ΕΕφφααρρµµοογγήή  33

Ένας αγώνας βόλεϊ γυναικών τελειώνει ότι µία από τις δύο οµάδες κέρδισε 2 σετ. Κάθε τέτοιος α-

γώνας είναι ένα πείραµα τύχης. Να καταγράψετε το δειγµατικό χώρο του πειράµατος και τα ενδεχόµε-

να:

Α. να κερδίσει η πρώτη οµάδα

Β. να παιχτούν συνολικά 3 σετ.

Γ. να τελειώσει το µατς ισόπαλο.

Συµβολίζουµε µα α τη νίκη της πρώτης οµάδας σε κάποιο σετ και αντίστοιχα µε β τη νίκη της δεύτερης

οµάδας. Ο δειγµατικός χώρος του πειράµατος µπορεί να περιγραφεί από το επόµενο δενδροδιάγρραµµα.

Έτσι έχουµε Ω = {αα, αβα, αββ, βαα, βαβ, ββ}.

Α. Η πρώτη οµάδα κερδίζει όταν τα α είναι περισσότερα από τα β, δηλαδή Α = {αα, αβα, βαα}

Β. Είναι φανερό ότι Β = {αβα, αββ, βαα, βαβ}.

Γ. Ένα παιχνίδι βόλεϊ δεν τελειώνει ποτέ ισόπαλο, άρα Γ = .

ΕΕΞΞΑΑΣΣΚΚΗΗΣΣΗΗ

1. Μία οικογένεια από την Αθήνα, αποφασίζει να κάνει διακοπές στην Θεσσαλονίκη ή στην Κρήτη. Στη

Θεσσαλονίκη µπορεί να πάει µε αυτοκίνητο, τρένο ή αεροπλάνο, ενώ στην Κρήτη µε πλοίο ή αερο-

πλάνο. Αν η επιλογή του τόπου και του µέσου γίνει τυχαία, να βρείτε το δειγµατικό χώρο του πειρά-

µατος και τα ενδεχόµενα 
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α) η οικογένεια να πάει διακοπές στη Θεσσαλονίκη,

β) η οικογένεια να πάει διακοπές µε αεροπλάνο.

2. Σε ένα κουτί, έχουµε µία κόκκινη, µία πράσινη και µία µπλε σφαίρα. Βγάζουµε διαδοχικά δύο σφαί-

ρες χωρίς να ξαναβάλουµε την πρώτη µέσα στο κουτί.

i. Ποιος είναι ο δειγµατικός χώρος του πειράµατος;

ii. Ποιο είναι το ενδεχόµενο να βγάλουµε τουλάχιστον µία κόκκινη σφαίρα;

iii. Ποιο είναι το ενδεχόµενο να µην βγάλουµε πράσινη σφαίρα;

iv. Ποια είναι τα ενδεχόµενα να βγάλουµε οµοιόχρωµες σφαίρες;

3. Απαντήστε τα ερωτήµατα της προηγούµενης άσκησης, αν ξαναβάλουµε µέσα στο κουτί την πρώτη

σφαίρα πριν βγάλουµε τη δεύτερη.

4. Ρίχνουµε ένα ζάρι δύο φορές. Να βρείτε:

i. Το δειγµατικό χώρο του πειράµατος.

ii. Το ενδεχόµενο το αποτέλεσµα της πρώτης ρίψης να είναι µικρότερο από το αποτέλεσµα της δεύ-

τερης.

iii. Το ενδεχόµενο το άθροισµα των δύο ενδείξεων να είναι ζυγό και µικρότερο του 8.

5. Σε ένα κουτί έχουµε τρεις σφαίρες αριθµηµένες 1,2,3. Επιλέγουµε µία - µία τις σφαίρες µέχρι να βγει

ο αριθµός 3. Το πείραµα σταµατάει µετά την τρίτη προσπάθεια. Να βρείτε το δειγµατικό χώρο του πει-

ράµατος και τα ενδεχόµενα Α: να σταµατήσουµε στη δεύτερη προσπάθεια και Β: να εµφανιστεί ο α-

ριθµός 3, αν:

i. ∆εν ξαναβάλουµε µέσα στο κουτί την επιλεγµένη σφαίρα.

ii. Ξαναβάλουµε µέσα στο κουτί την επιλεγµένη σφαίρα.

6. Σε ένα κιβώτιο υπάρχουν 20 λάµπες, από τις οποίες οι µισές είναι χαλασµένες. ∆οκιµάσαµε µία - µία

τις λάµπες µέχρι να βρούµε µία καλή (εννοείται ότι δεν ξαναβάζουµε στο κιβώτιο τις χαλασµένες).

Να βρείτε το δειγµατικό χώρο του πειράµατος και το ενδεχόµενο να δοκιµάσουµε 5 λάµπες.

77..22..  ΠΠΡΡΑΑΞΞΕΕΙΙΣΣ  ΜΜΕΕ  ΕΕΝΝ∆∆ΕΕΧΧΟΟΜΜΕΕΝΝΑΑ

Το δειγµατικό χώρο και τα ενδεχόµενα εφόσον είναι σύνο-

λα, µπορούµε να τα παραστήσουµε µε διαγράµµατα Venn.

Συµβολίζουµε δηλαδή το δειγµατικό χώρο Ω µε ένα ορθο-

γώνιο παραλληλόγραµµο και κάθε ενδεχόµενο µε µία κλει-

στή καµπύλη στο εσωτερικό του Ω.

Μεταξύ των ενδεχοµένων µπορούµε να ορίσουµε τις

γνωστές πράξεις µεταξύ των συνόλων από τις οποίες προ-

κύπτουν νέα ενδεχόµενα.

Στη συνέχεια, θα χρησιµοποιήσουµε σαν παράδειγµα το

δειγµατικό χώρο που προκύπτει από το ρίξιµο ενός ζαριού και τα ενδεχόµενα A={1,2,3} και Β={1,3,5,6}.
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ΤΤοοµµήή δύο ενδεχοµένων Α και Β είναι το ενδεχόµενο

που πραγµατοποιείται αν πραγµατοποιηθούν και τα δύο εν-

δεχόµενα Α και Β συγχρόνως, δηλαδή αποτελείται από τα

κοινά στοιχεία Α και Β. Την τοµή των Α και Β τη συµβολί-

ζουµε µε .

ΈΈννωωσσηη δύο ενδεχοµένων Α και Β είναι το ενδεχόµενο

που πραγµατοποιείται αν πραγµατοποιηθεί τουλάχιστον έ-

να από τα Α, Β, δηλαδή αποτελείται από τα στοιχεία που α-

νήκουν τουλάχιστον σε ένα από τα Α, Β. Την ένωση των Α

και Β τη συµβολίζουµε µε .

ΣΣυυµµππλλήήρρωωµµαα του ενδεχοµένου Α είναι το ενδεχόµενο

που πραγµατοποιείται όταν δεν πραγµατοποιείται το Α, δη-

λαδή αποτελείται από τα στοιχεία του Ω που δεν ανήκουν

στο Α. Το συµπλήρωµα του Α το συµβολίζουµε µε Α΄. 

∆∆ιιααφφοορράά του ενδεχοµένου Β από το ενδεχόµενο Α, εί-

ναι το ενδεχόµενο που πραγµατοποιείται όταν πραγµατο-

ποιείται το Α αλλά όχι το Β, δηλαδή αποτελείται από τα στοι-

χεία του Α που δεν ανήκουν στο Β. Τη διαφορά αυτή τη

συµβολίζουµε µε Α-Β.
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Ας υποθέσουµε τώρα ότι A = {2,4,6} και Β = {1,3}. ∆ύο ενδεχόµενα λέγονται αασσυυµµββίίββαασστταα ή ξξέένναα,

αν η πραγµατοποίηση του ενός αποκλείει την πραγµατοποίηση του άλλου. Στην περίπτωση αυτή, τα εν-

δεχόµενα δεν έχουν κοινά στοιχεία, δηλαδή .

Α,Β ασυµβίβαστα

Τέλος, λέµε ότι το ενδεχόµενο Α σσυυννεεππάάγγεεττααιι το ενδεχόµενο Β αν η πραγµατοποίηση του Α επι-

βάλλει την πραγµατοποίηση του Β, δηλαδή το Α είναι υποσύνολο του Β (ένα σύνολο Α λέµε ότι είναι

υποσύνολο του Β, αν το Α περιέχεται µέσα στο Β, δηλαδή κάθε στοιχείο του Α είναι και στοιχείο του

Β). Τότε συµβολίζουµε . Αυτό συµβαίνει για παράδειγµα αν Α = {2,4} και Β = {1,2,3,4}. 

ΙΙδδιιόόττηηττεεςς  ττωωνν  ππρράάξξεεωωνν

1. Για τα σύνολα Α και Α΄ ισχύουν: 

(A΄)΄ = Α

Είναι προφανείς από τον ορισµό του συµπληρώµατος
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2. Η τοµή συνόλων έχει την αντιµεταθετική και προσεταιριστική ιδιότητα:

Αποδεικνύεται εύκολα από ορισµό της πράξης. Επειδή ισχύει η προσεταιριστική, συνήθως γράφουµε

χωρίς παρενθέσεις και µπορούµε να επεκτείνουµε την πράξη για όσα σύνολα θέλουµε, δηλα-

δή να έχουµε .

3. Η ένωση συνόλων έχει την αντιµεταθετική και προσεταιριστική ιδιότητα: Αποδεικνύεται εύκολα από

τον ορισµό της πράξης. Λόγω της προσεταιριστικής, συνήθως γράφουµε και µπορούµε

να επεκτείνουµε την 

πράξη για όσα σύνολα θέλουµε . 

4. Αν , τότε και . Είναι προφανές από τον ορισµό των πράξεων και του

υποσυνόλου.

5. Ισχύει πάντοτε . Αν προσθέσουµε το πλήθος των στοιχείων

των ενδεχοµένων Α και Β, τότε έχουµε µετρήσει δύο φορές το πλήθος των στοιχείων του .

Για να υπολογίσουµε λοιπόν σωστά το πλήθος των στοιχείων του πρέπει να αφαιρέσουµε α-

πό το άθροισµα το πλήθος των στοιχείων που έχουν υπολογιστεί δύο φορές.

6. Αν Α,Β είναι ασυµβίβαστα, τότε , γιατί τότε και ο προηγού-

µενος τύπος µας δίνει:

7. Ισχύει η επιµεριστική ιδιότητα της ένωσης ως προς την τοµή και αντίστροφα: 
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8. Ισχύουν οι λεγόµενοι τύποι του de Morgan, δηλαδή: 
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Στον πίνακα που ακολουθεί, αναφέρονται µερικές συνηθισµένες εκφράσεις και τα ενδεχόµενα στα

οποία αντιστοιχούν:

∆εν πραγµατοποιείται το Α Α΄

Πραγµατοποιούνται το Α και το Β

Πραγµατοποιείται το Α ή το Β

Πραγµατοποιείται µόνο το Α Α – Β

∆εν πραγµατοποιείται ούτε το Α ούτε το Β

Πραγµατοποιείται µόνο ένα από τα Α και Β

ΕΕφφααρρµµοογγήή  44

Μία οικογένεια έχει τρία παιδιά. Παριστάνουµε µε Α το ενδεχόµενο να έχει ακριβώς δύο αγόρια και µε Β

το ενδεχόµενο το πρώτο παιδί να είναι κορίτσι. Να βρείτε τα ενδεχόµενα Α΄, Β΄, , , Α–Β, Β–Α.

Ο δειγµατικός χώρος µπορεί να βρεθεί µε τρόπο όµοιο µε την εφαρµογή 1 της προηγούµενης πα-

ραγράφου και είναι: Ω = {ΑΑΑ, ΑΑΚ, ΑΚΑ, ΑΚΚ, ΚΑΑ, ΚΑΚ, ΚΚΑ, ΚΚΚ}. Τα δύο αρχικά ενδεχόµενα εί-

ναι Α = {ΑΑΚ, ΑΚΑ, ΚΑΑ} και Β = {ΚΑΑ, ΚΑΚ, ΚΑΚ, ΚΚΑ, ΚΚΚ}. Έτσι, έχουµε:

Α΄ = {ΑΑΑ, ΑΚΚ, ΚΑΚ, ΚΚΑ, ΚΚΚ}

Β΄ = {ΑΑΑ, ΑΑΚ, ΑΚΑ, ΑΚΚ,}

={ΚΑΑ} 

={ΑΑΚ,ΑΚΑ,ΚΑΑ,ΚΑΚ,ΚΚΑ,ΚΚΚ} 

Α – Β = {ΑΑΚ, ΑΚΑ}

Β – Α = {ΚΑΚ, ΚΚΑ, ΚΚΚ}

ΕΕφφααρρµµοογγήή  55

Σε µία τάξη, υπάρχουν 28 µαθητές, από τους οποίους 12 είναι αγόρια. Επίσης, υπάρχουν 8 άτοµα µε

ξανθά µαλλιά, από τα οποία 2 είναι αγόρια. Αν επιλέξουµε τυχαία ένα άτοµο, να βρείτε το πλήθος των

στοιχείων των ενδεχοµένων:

Α. να είναι αγόρι και να µην έχει ξανθά µαλλιά

Β. να είναι κορίτσι και να µην έχει ξανθά µαλλιά

Γ. να είναι αγόρι ή να έχει ξανθά µαλλιά

Για να απαντήσουµε ένα τέτοιο ερώτηµα, ο καλύτερος

τρόπος είναι να σχεδιάσουµε ένα διάγραµµα Venn και να

προσπαθήσουµε να συµπληρώσουµε το κάθε τµήµα του

µε το σωστό αριθµό. Έστω Α το ενδεχόµενο ότι είναι αγό-

ρι και Ξ το ενδεχόµενο να έχει ξανθά µαλλιά. Από την εκ-

φώνηση υπάρχουν 2 αγόρια µε ξανθά µαλλιά και ανήκουν

στο , 10 αγόρια που δεν έχουν ξανθά µαλλιά και α-

νήκουν στο Α–Ξ, 8–2=6 ξανθά κορίτσια που ανήκουν στο

Ξ – Α και 28 – (10 + 2 + 6)=10 άτοµα που ανήκουν στο .

88

10 2 6

Ξ

10



Α. Το πρώτο ερώτηµα έχει ήδη απαντηθεί, αφού το ζητούµενο ενδεχόµενο είναι το Α–Ξ και είδαµε

ότι Ν(Α–Ξ) = 10.

Β. Το δεύτερο ενδεχόµενο σηµαίνει ότι δεν έχουµε αγόρι, ούτε άτοµο µε ξανθά µαλλιά, άρα ανα-

φερόµαστε στο και .

ΕΕφφααρρµµοογγήή  66

∆είξτε ότι Α–Β= .

Το ενδεχόµενο Α–Β πραγµατοποιείται όταν πραγµατοποιείται το Α αλλά όχι το Β, δηλαδή όταν πραγµατο-

ποιείται το Α και δεν πραγµατοποιείται το Β, δηλαδή όταν πραγµατοποιείται το Α και Β΄, δηλαδή όταν πραγ-

µατοποιείται το (το ίδιο αποτέλεσµα µπορεί να αποδειχθεί και µε τήρηση της θεωρίας συνόλων). 

ΕΕΞΞΑΑΣΣΚΚΗΗΣΣΗΗ

1. Αντιστοίχισε τα στοιχεία της πρώτης στήλης µε τα στοιχεία της δεύτερης.

Α Β

2. Αν Α = {α,β,γ} και Β = {β,δ,ε} να βρείτε τα , , Α–Β, Β–Α.

3. Σε κάθε µία από τις παρακάτω περιπτώσεις εξετάστε αν τα ενδεχόµενα είναι ασυµβίβαστα:

ι) Ρίχνουµε ένα ζάρι. Α Το ενδεχόµενο να φέρουµε το πολύ 3 και Β το ενδεχόµενο να φέρουµε ζυ-

γό αποτέλεσµα.

ιι) Επιλέγουµε τυχαία ένα άτοµο. Α το ενδεχόµενο να έχει γεννηθεί στην Ελλάδα και Β το ενδεχόµε-

νο να έχει ξένη υπηκοότητα.

ιιι) Επιλέγουµε τυχαία ένα άτοµο. Α το ενδεχόµενο να είναι ανήλικος και Β το ενδεχόµενο να ψηφί-

ζει στις εκλογές.

ιν) Επιλέγουµε ένα φύλλο από µία τράπουλα. Α το ενδεχόµενο να είναι σπαθί και Β το ενδεχόµενο

να είναι άσσος. 

ν) Επιλέγουµε τυχαία ένα µοντέλο τηλεόρασης. Α το ενδεχόµενο να κατασκευάστηκε στην Ευρώπη

και Β το ενδεχόµενο να κατασκευάστηκε στην Κίνα. 

4. Από µία συνήθη τράπουλα 52 φύλλων, επιλέγουµε ένα. Α το ενδεχόµενο να είναι κόκκινο και Β το ενδεχό-

µενο να είναι φιγούρα. Να περιγράψετε λεκτικά και να βρείτε το πλήθος των στοιχείων των ενδεχοµένων:

.
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5. Σε ένα γραφείο εργάζονται 7 άτοµα που φοράνε γυαλιά και 5 που δεν φοράνε. Από αυτούς που φο-

ράνε γυαλιά, οι 3 είναι άνδρες και από αυτούς που δεν φοράνε, οι 3 είναι γυναίκες. Επιλέγουµε ένα

άτοµο τυχαία. Να βρείτε το πλήθος των στοιχείων των ενδεχοµένων:

α) να είναι άνδρας και να µην φοράει γυαλιά,

β) να είναι γυναίκα και να φοράει γυαλιά.

6. Αν Α,Β,Γ τρία ενδεχόµενα ενός δειγµατικού χώρου Ω, να παραστήσετε µε διάγραµµα και να περιγρά-

ψετε µε τύπο τα ενδεχόµενα:

α) να πραγµατοποιηθούν και τα τρία,

β) να πραγµατοποιηθούν ακριβώς δύο από αυτά.

7. Να δείξετε ότι:

α) ,

β) .

8. Να δείξετε ότι:

α) Ν(Α΄) = Ν(Ω)–Ν(Α),

β) Ν(Α–Β) = Ν(Α)–Ν( )

77..33..  ΗΗ  EEΝΝΝΝΟΟΙΙΑΑ  ΤΤΗΗΣΣ  ΠΠΙΙΘΘΑΑΝΝOOΤΤΗΗΤΤΑΑΣΣ

Για να µελετήσουµε ένα ενδεχόµενο Α µπορούµε να εκτελέσουµε το πείραµα τύχης ν φορές και να κα-

ταγράψουµε τη συχνότητα εµφάνισης του ενδεχοµένου Α. Ας υποθέσουµε ότι ρίχνουµε ένα ζάρι και

µας ενδιαφέρει το ενδεχόµενο Α, το αποτέλεσµα να είναι 2.

Εκτελούµε το πείραµα ν φορές και συµβολίζουµε µε ν
Α

τη συχνότητα εµφάνισης του ενδεχοµένου

Α όπως φαίνεται στον ακόλουθο πίνακα:
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Παρατηρούµε ότι η σχετική συχνότητα του ενδεχοµένου δεν είναι σταθερή όταν το ν

µεταβάλλεται. 

Όµως, όσο το ν µεγαλώνει, παρατηρούµε ότι το τείνει να σταθεροποιηθεί γύρω από µία σταθερή τι-

µή. Ο κανόνας αυτός λέγεται ννόόµµοοςς  ττωωνν  µµεεγγάάλλωωνν  ααρριιθθµµώώνν. Η τιµή προς την οποία τείνει η σχετική συ-

χνότητα όταν το ν αυξάνει, µας δείχνει πόσες φορές πρέπει να αναµένουµε λογικά την πραγµατοποίη-

ση του ενδεχοµένου Α, δηλαδή πόσο «πιθανό» είναι να πραγµατοποιηθεί το ενδεχόµενο Α. Την τιµή αυ-

τή του f
Α

την ονοµάζουµε σσττααττιισσττιικκήή  ππιιθθααννόόττηητταα  του ενδεχοµένου Α και είναι πάντα θετική και µικρότε-

ρη της µονάδας.

Στηριζόµενοι στα προηγούµενα συµπεράσµατα, µπορούµε να δώσουµε τον παρακάτω ααξξιιωωµµααττιικκόό

οορριισσµµόό  ττηηςς  ππιιθθααννόόττηηττααςς που οφείλεται στο Ρώσο µαθηµατικό Colmogorov και έχει ιδιότητες ανάλογες

µε τη σχετική συχνότητα. 

Αν Ω = {ω
1
, ω

2
, … ων} είναι ένας δειγµατικός χώρος, σε κάθε απλό ενδεχόµενο {ωκ} αντιστοιχίζουµε έ-

ναν αριθµό που τον συµβολίζουµε µε Ρ(ωκ) και τον ονοµάζουµε πιθανότητα του ενδεχοµένου {ωκ}, έτσι

ώστε να ισχύουν: 

• P(ω
κ
) 0

• P(ω
1
)+P(ω

2
)+...+P(ω

ν
)=1

Ως πιθανότητα του ενδεχοµένου Α = {ω
1
,ω

2
,…ω

κ
} ορίζουµε το άθροισµα P(ω

1
)+P(ω

2
)+...+P(ω

κ
)και ως

πιθανότητα του αδύνατου ενδεχοµένου ορίζουµε P( )=0.

Από τον ορισµό αυτό, είναι φανερό ότι για οποιοδήποτε ενδεχόµενο Α και Ρ(Ω) = 1.

Ας ξαναγυρίσουµε τώρα στο πείραµα µε το ρίξιµο του ζαριού. Ο δειγµατικός χώρος είναι

Ω={1,2,3,4,5,6}. Αν το ζάρι δεν είναι «πειραγµένο», τότε θα πρέπει όλα τα αποτελέσµατα να έχουν την

ίδια πιθανότητα, να είναι όπως λέµε ιισσοοππίίθθαανναα. Σύµφωνα λοιπόν µε τον παραπάνω ορισµό:

P(1)+P(2)+P(3)+P(4)+P(5)+P(6)=1 P(2)= και βεβαίως:

ΠΠΙΙΝΝΑΑΚΚΑΑΣΣ  ΣΣΥΥΧΧΝΝΟΟΤΤΗΗΤΤΩΩΝΝ

νν νν
ΑΑ

ff
ΑΑ

10 2 0,2

20 3 0,15

30 7 0,233

50 8 0,16

100 17 0,17

150 25 0,166

200 33 0,165

500 84 0,168
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P(1)=P(2)=P(3)=P(4)=P(5)=P(6)= . Όπως βλέπουµε, η τιµή αυτή =0.1666 είναι η τιµή προς την ο-

ποία τείνει το f
Α

στις δοκιµές του πειράµατος που κάναµε. Αν θέλουµε να υπολογίσουµε την πιθανότητα

του ενδεχοµένου Β, το αποτέλεσµα να είναι ζυγό, τότε έχουµε Β={2,4,6} και P(Β)=P(2)+P(4)+P(6)=

, δηλαδή είναι ίση µε το πηλίκο του πλήθους των στοιχείων του Β προς το πλήθος των στοι-

χείων του δειγµατικού χώρου Ω.

Με τον ίδιο τρόπο, µπορούµε να δουλέψουµε αν Ω={ω
1
, ω

2
, … ω

ν
}. Τότε, µε την προϋπόθεση ότι τα

απλά ενδεχόµενα είναι ισοπίθανα, η πιθανότητα ν

καθενός είναι και αν Α={ω
1
,ω

2
,…ω

κ
} έχουµε P(Α)= = .

Έτσι καταλήγουµε στον επόµενο κκλλαασσιικκόό  οορριισσµµόό  ττηηςς  ππιιθθααννόόττηηττααςς. 

Αν ο δειγµατικός χώρος Ω αποτελείται από ισοπίθανα απλά ενδεχόµενα, τότε η πιθανότητα ενός

ενδεχοµένου Α είναι ίση µε:

Ο ορισµός αυτός λέγεται κλασικός, γιατί ιστορικά είναι ο πρώτος που δόθηκε από τον Laplace. Εύ-

κολα µπορεί να διαπιστώσει κανείς, ότι ικανοποιεί όλες τις προϋποθέσεις του αξιωµατικού ορισµού. Οι

πληθάριθµοι του δειγµατικού χώρου Ω και του ενδεχοµένου Α συνήθως υπολογίζονται µε τους κανό-

νες της συνδυαστικής.

ΕΕφφααρρµµοογγήή  77

Αν ρίξουµε ένα ζάρι δύο φορές, ποια είναι η πιθανότητα να εµφανιστεί το ίδιο νούµερο;

Τα στοιχεία του δειγµατικού χώρου είναι διατάξεις µε επανάληψη και το πλήθος τους είναι [6]
2
=62=36.

Το ενδεχόµενο που µας ενδιαφέρει είναι Α={11,22,33,44,55,66} µε Ν(Α)=6. 

Άρα, . 

ΕΕφφααρρµµοογγήή  88

Μέσα σε ένα κουτί έχουµε 6 άσπρες και 4 µαύρες µπάλες.

Α) αν βγάλουµε µία µπάλα, ποια είναι η πιθανότητα να είναι άσπρη;

Β) αν βγάλουµε δύο µπάλες µαζί, ποια είναι η πιθανότητα να είναι άσπρες;

Γ) αν βγάλουµε δύο µπάλες µαζί, ποια είναι η πιθανότητα να είναι µία άσπρη και µία µαύρη;

ΛΛΥΥΣΣΗΗ

Α) Στην πρώτη περίπτωση, το πλήθος των στοιχείων του Ω είναι 10 και το πλήθος των ευνοϊκών πε-

ριπτώσεων είναι 6, άρα: 
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Β) Στη δεύτερη περίπτωση, το πλήθος των στοιχείων του Ω είναι . 

Το πλήθος των στοιχείων του ενδεχοµένου Β είναι . 

Έτσι, .

Γ) Στην τρίτη περίπτωση, µπορούµε να επιλέξουµε την άσπρη µπάλα µε τρόπους και τη 

µαύρη µε τρόπους. 

Το πλήθος των στοιχείων του ενδεχοµένου Γ θα είναι: και θα έχουµε

.

ΕΕΞΞΑΑΣΣΚΚΗΗΣΣΗΗ

1. Η πιθανότητα να φέρουµε αριθµό µικρότερο του 5 ρίχνοντας ένα ζάρι είναι:

Α. Β. Γ. ∆. Ε. 1

2. Η πιθανότητα να βγάλουµε µία κόκκινη µπάλα από ένα κουτί που έχει 3 κόκκινες και 5 πράσινες µπά-

λες, είναι:

Α. Β. Γ. ∆. Ε. 

3. Η πιθανότητα να εµφανιστεί τουλάχιστον µία φορά «κεφαλή »αν ρίξουµε ένα νόµισµα δύο φορές, εί-

ναι:

Α. Β. Γ. ∆. 1 Ε. 0

4. Ένα άτοµο παίζει ρουλέτα και ποντάρει στο κόκκινο. Ποια είναι η πιθανότητα να κερδίσει; (Η ρουλέ-

τα έχει αριθµούς από 1 µέχρι 36 µοιρασµένους ίσα σε κόκκινους και µαύρους και τον αριθµό 0 που

δεν έχει χρώµα.

Α. Β. Γ. ∆. Ε. 1___
36

1___8
19

1__
18

1__
2

1___8
37

1__
4

3__
4

1__
2

3__
8

5__
8

3__
5

1__
5

1__
3

5__
6

1__
3

1__
5

1__
6
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5. Φτιάχνουµε τετραψήφιους αριθµούς επιλέγοντας τυχαία ψηφία από τα 1,2,3,4,5. Ποια είναι η πιθα-

νότητα ένας τέτοιος αριθµός να έχει όλα τα ψηφία του διαφορετικά;

6. Από µία οµάδα 3 ανδρών και 5 γυναικών, επιλέγουµε τυχαία µία πενταµελή αντιπροσωπεία. Ποια εί-

ναι η πιθανότητα να αποτελείται:

α) από 2 άνδρες και 3 γυναίκες,

β) µόνο από γυναίκες,

γ) µόνο από άνδρες.

7. Επιλέγουµε τυχαία δύο αριθµούς από το 1 µέχρι το 20. Ποια είναι η πιθανότητα:

α) το άθροισµά τους να είναι µονός αριθµός,

β) το γινόµενό τους να είναι µονός αριθµός.

8. Αν παίξουµε 7 αριθµούς σε ένα δελτίο LOTTO, ποια είναι η πιθανότητα να πιάσουµε:

α) εξάρι   β) πεντάρι   γ) τεσσάρι

9. Μία ηλεκτρονική κλειδαριά λειτουργεί µε ένα τριψήφιο κωδικό. Αν δοθεί ο σωστός κωδικός ανοίγει,

αλλά αν κανένα ψηφίο δεν είναι σωστό, τότε χτυπάει ο συναγερµός:

α) Ο ιδιοκτήτης θυµάται τα 3 ψηφία του κωδικού, αλλά έχει ξεχάσει τη σωστή σειρά. Αν επιλέξει τυ-

χαία ένα κωδικό, ποια είναι η πιθανότητα να ανοίξει η κλειδαριά και ποια είναι η πιθανότητα να χτυ-

πήσει ο συναγερµός.

β) Ένα διαρρήκτης που δεν ξέρει τίποτα για τον κωδικό, επιλέγει έναν τυχαία. Ποια είναι η πιθανότη-

τα να χτυπήσει ο συναγερµός;

10. ∆ίνεται ο δειγµατικός χώρος Ω = {ω
1
,ω

2
,ω

3
,ω

4
} και τα ενδεχόµενα 

Α = {ω
2
,ω

3
} και Β = {ω

2
,ω

4
}. Αν , και , να βρείτε το Ρ(ω

1
).

11. ∆ίνεται ο δειγµατικός χώρος Ω = {ω
1
,ω

2
,ω

3
,}. Αν το ενδεχόµενο ω

2 
έχει διπλάσια πιθανότητα από το

ω1 και το ω3 έχει πιθανότητα ίση µε το άθροισµα των πιθανοτήτων των δύο άλλων, να βρείτε την πι-

θανότητα του καθενός. 

12. Σε ένα κουτί υπάρχουν 6 κόκκινες και άγνωστος αριθµός πράσινες µπάλες. Αν η πιθανότητα να ε-

πιλέξουµε µία πράσινη µπάλα είναι , να βρείτε πόσες είναι οι πράσινες µπάλες.

13. Ένα κουτί περιέχει 12 άσπρες, x κόκκινες και y πράσινες µπάλες. Αν επιλέξουµε µία τυχαία, η πιθα-

νότητα να είναι κόκκινη είναι και η πιθανότητα να είναι πράσινη είναι . Να βρείτε τα x και y.1__
3

1__
2

2__
5
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77..44..  ΙΙ∆∆ΙΙΟΟΤΤΗΗΤΤΕΕΣΣ  ΤΤΩΩΝΝ  ΠΠΙΙΘΘΑΑΝΝΟΟΤΤΗΗΤΤΩΩΝΝ

Για τις πιθανότητες των ενδεχοµένων ενός δειγµατικού χώρου, ισχύουν οι επόµενες ιδιότητες που εί-

ναι γνωστές σαν κανόνες λογισµού των πιθανοτήτων.

1. Αν Α, Β ασυµβίβαστα ενδεχόµενα, τότε:

ΑΑππόόδδεειιξξηη:: Αν Α = {α
1
,α

2
, … α

ν
} και Β = {β

1
,β

2
, … β

µ
} τότε ={α

1
,α

2
, … α

ν
,β

1
,β

2
, … β

µ
}. Έτσι,

P(α
1
)+P(α

2
)+...+P(α

ν
)+P(β

1
)+P(β

2
)+...+P(β

µ
)=P(A)+P(B). Ο κανόνας επεκτείνεται ..................

2.Για τα συµπληρωµατικά ενδεχόµενα, ισχύει ότι:

ΑΑππόόδδεειιξξηη: Επειδή Α και Α΄ είναι ασυµβίβαστα, έχουµε: 

3. Για οποιαδήποτε ενδεχόµενα Α, Β, ισχύει ότι:

ΑΑππόόδδεειιξξηη: Επειδή Α Β = (A – Β) (Α Β) (Β – Α) και τα Α – Β, Α Β, Β – Α είναι ασυµβίβαστα,

έχουµε:

P(A Β) = P(A–B)+P(A Β)+P(B–A)=

=P(A)–P(A B)+P(A B)+P(B)–P(A B)=

=P(A) + P(B)–P(A B)

P(A΄)=1–P(A)
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4.Για οποιαδήποτε ενδεχόµενα Α, Β ισχύει ότι:

ΑΑππόόδδεειιξξηη: Επειδή A Β = (A–B) (A B) (B–A)και Α–Β, A B, Β–Α ασυµβίβαστα ανά δύο, έχουµε:

P(A Β) = P(A–B)+P(A Β)+P(B–A)=

=P(A)–P(A B)+P(A B)+P(B)–P(A B)=

=P(A) + (B)–P(A B)

Ο κανόνας αυτός είναι πιο γενικός από τον κανόνα 1, αφού ισχύει για οποιαδήποτε ενδεχόµενα Α,

Β και είναι γνωστός σαν ππρροοσσθθεεττιικκόόςς  ννόόµµοοςς  ττωωνν  ππιιθθααννοοττήήττωωνν..

5. Αν Α Β, τότε Ρ(Α) Ρ(Β).

ΑΑππόόδδεειιξξηη: Ρ(Β–Α)=Ρ(Β)–Ρ(Α Β) Ρ(Β–Α)=Ρ(Β)–Ρ(Α) Ρ(Α)+Ρ(Β–Α)=Ρ(Β) 

Άρα Ρ(Α) Ρ(Β).
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ΕΕφφααρρµµοογγήή  99

Για δύο ενδεχόµενα Α και Β ισχύει ότι Ρ(Α)=0,6, Ρ(Β)=0,3 και Ρ(Α Β)=0,2. Να βρείτε την πιθανότητα:

α) να πραγµατοποιηθεί το Α ή το Β,

β) να πραγµατοποιηθεί µόνο ένα από τα Α και Β

γ) να µην πραγµατοποιηθεί κανένα από τα Α και Β

ΛΛΥΥΣΣΗΗ

α) Το ζητούµενο ενδεχόµενο είναι το Α    Β και έχουµε:

Ρ(Α Β)=Ρ(Α)+Ρ(Β)–Ρ(Α Β)=0,6+0,3–0,2=0,7

β) Το ζητούµενο ενδεχόµενο είναι το (Α–Β)    (Β–Α) και έχουµε:

Ρ(   (Α–Β) (Β–Α))=Ρ(Α–Β)+Ρ(Β–Α)=Ρ(Α)–Ρ(Α Β)+Ρ(Β)–Ρ(Α Β)=

=Ρ(Α)+Ρ(Β)–2Ρ(Α Β)=0,6+0,3–2•0,2=0,5

γ) Το ζητούµενο ενδεχόµενο είναι το (Α Β)΄ και έχουµε: 

Ρ(    (Α Β)΄)=1–Ρ(Α Β)=1–0,7=0,3

ΕΕφφααρρµµοογγήή  1100

Ένα εργοστάσιο κατασκευάζει 50 εξαρτήµατα την ώρα, από τα οποία, 2 είναι ελαττωµατικά. Ένας ελεγκτής

ελέγχει τυχαία τρία εξαρτήµατα ανά ώρα. Ποια η πιθανότητα να βρει ένα τουλάχιστον ελαττωµατικό; 

ΛΛΥΥΣΣΗΗ

Σε αρκετές περιπτώσεις είναι πιο εύκολος ο υπολογισµός της πιθανότητας του συµπληρωµατικού εν-

δεχοµένου, ιδιαίτερα αν το αρχικό ενδεχόµενο χωρίζεται σε µικρότερα υποσύνολα. Εδώ για παράδειγ-

µα, το ενδεχόµενο Α: βρίσκει τουλάχιστον ένα ελαττωµατικό, χωρίζεται σε Α1: βρίσκει ένα ελαττωµατι-

κό και Α2: βρίσκει δύο ελαττωµατικά. Είναι ευκολότερο να υπολογίσουµε την πιθανότητα του Α΄: δεν βρί-

σκει κανένα ελαττωµατικό. 

Το πλήθος των στοιχείων του Ω είναι .

Το πλήθος των στοιχείων του Α΄ είναι ,  γιατί τα µη ελαττωµατικά εξαρτή-

µατα είναι 48 και από αυτά, πρέπει να επιλέξει τα τρία, ώστε να µην διαπιστώσει πρόβληµα. Έτσι έχουµε:

και Ρ(Α)=1–Ρ(Α΄)=1–0,88=0,12.

ΕΕφφααρρµµοογγήή  1111

Για δύο ενδεχόµενα ενός δειγµατικού χώρου Ω ισχύει Ρ(Α)=0,4 και Ρ(Β)=0,8.

α) Να εξετάσετε αν τα Α και Β είναι ασυµβίβαστα

β) Να αποδείξετε ότι
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ΛΛΥΥΣΣΗΗ

α) Αν Α, Β ήταν ασυµβίβαστα, τότε, Ρ(Α Β)=Ρ(Α)+Ρ(Β)=0,4+0,8=1,2 άτοπο, γιατί Ρ(Α Β) 1. Άρα,

τα Α, Β δεν είναι ασυµβίβαστα.

β) Επειδή έχουµε . Επίσης, Ρ(Α Β) 1

Ρ(Α)+Ρ(Β)–Ρ(Α Β) 1 Ρ(Α Β) Ρ(Α)+Ρ(Β)–1

Ρ(Α Β) 0,4+0,8–1 Ρ(Α Β) 0,2

ΕΕΞΞΑΑΣΣΚΚΗΗΣΣΗΗ

1. Χαρακτηρίστε τις παρακάτω προτάσεις σαν Σωστές (Σ) ή Λανθασµένες (Λ):

ΣΣωωσσττόό ΛΛάάθθοοςς

α. Ρ(Α)=1–Ρ(Α΄)

β.

γ. Ρ(Α΄)=–Ρ(Α)

δ. Ρ(Β–Α)=Ρ(Β)– Ρ(Α   Β)

ε.

2. Σε ένα δειγµατικό χώρο Ω, ισχύουν , και

. 

Να βρείτε τις Ρ(Α), Ρ(Β), .

3. Σε ένα δειγµατικό χώρο Ω ισχύουν , και Ρ(Α)=Ρ(Β). Να βρείτε

τις Ρ(Α), . 

4. Σε ένα δειγµατικό χώρο Ω ισχύει . Να βρείτε την Ρ(Α).

5. Σε µία έρευνα βρέθηκε ότι το 90% των σπιτιών έχουν τηλεόραση, το 95% έχουν ραδιόφωνο και το

88% έχουν και τα δύο. Αν επιλέξουµε τυχαία ένα σπίτι, ποια είναι η πιθανότητα:

α. να έχει τηλεόραση ή ραδιόφωνο

β. να έχει µόνο τηλεόραση

γ. να µην έχει τίποτα από τα δύο.

6. Σε έναν αγώνα, η πιθανότητα να κερδίσει ο Γιάννης είναι 50%, ενώ η πιθανότητα να µην κερδίσει ο

Κώστας είναι 70%. Ποια είναι η πιθανότητα:

α. να κερδίσει ο Γιάννης ή ο Κώστας,

β. να µην κερδίσει κανένας από τους δύο.
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7. Σε ένα κουτί, έχουµε 5 άσπρα και 4 µαύρα µπαλάκια. Επιλέγουµε ταυτόχρονα τέσσερα µπαλάκια. Να

υπολογίσετε την πιθανότητα να επιλέξουµε µπαλάκια και από τα δύο χρώµατα.

8. Σε µία οµάδα 10 ατόµων, ποια είναι η πιθανότητα να βρεθούν τουλάχιστον δύο άτοµα που να έ-

χουν γενέθλια την ίδια µέρα;

9. Μία παρέα 8 ατόµων, κάθονται τυχαία στις 8 θέσεις µίας σειράς στο θέατρο. Ποια η πιθανότητα

ο Γιώργος να καθίσει δίπλα στη Μαρία;

10. Ο υπάλληλος του γκαράζ µπερδεύει τα κλειδιά τριών αυτοκινήτων και τα δίνει στους κατόχους των

αυτοκινήτων τυχαία. Να βρείτε τις πιθανότητες:

α. κάθε οδηγός να πάρει το δικό τους κλειδί,

β. µόνο ένας οδηγός να πάρει το δικό τους κλειδί,

γ. κανένας να µην πάρει το δικό του κλειδί.

11. Σε ένα δειγµατικό χώρο Ω ισχύουν Ρ(Α)=0,4 και Ρ(Β)=0,5. ∆είξτε ότι .

12. Σε ένα δειγµατικό χώρο Ω ισχύουν Ρ(Α) = Ρ(Β) = 0,6. ∆είξτε ότι. 

13. Αν Α, Β ενδεχόµενα ενός δειγµατικού χώρου Ω, δείξτε ότι: 

α.

β.

14. Αν Α, Β, Γ ενδεχόµενα ενός δειγµατικού χώρου Ω, δείξτε ότι: 

77..55..  ∆∆ΕΕΣΣΜΜΕΕΥΥΜΜEEΝΝΗΗ  ΠΠΙΙΘΘΑΑΝΝOOΤΤΗΗΤΤΑΑ

Η πιθανότητα να πραγµατοποιηθεί ένα ενδεχόµενο Β όταν είναι γνωστό ότι έχει πραγµατοποιηθεί ένα άλ-

λο ενδεχόµενο Α , ονοµάζεται δδεεσσµµεευυµµέέννηη  ππιιθθααννόόττηητταα  του Β δεδοµένου του Α και συµβολίζεται µε

Ρ(Β\Α). Αποδεικνύεται ότι Ρ(Β\Α) . 

Με τον ίδιο τρόπο, έχουµε και καταλήγουµε ότι: 

Ρ(Α Β)=Ρ(Α) · Ρ(Β \ Α) = Ρ(Β) · Ρ(Α \ Β)
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Η σχέση αυτή ονοµάζεται πποολλλλααππλλαασσιιαασσττιικκόόςς νόµος των πιθανοτήτων και µπορεί να γενικευτεί:

∆ύο ενδεχόµενα Α και Β λέγονται ααννεεξξάάρρττηητταα αν και µόνο αν,

Στην περίπτωση αυτή, αν Α,Β από τον πολλαπλασιαστικό νόµο έχουµε ότι Ρ(Α/Β)=Ρ(Α) και

Ρ(Β/Α)=Ρ(Β), δηλαδή η πραγµατοποίηση του ενός δεν εξαρτάται από την πραγµατοποίηση του άλλου.

Για παράδειγµα, ας υποθέσουµε ότι έχουµε µία οικογένεια µε 3 παιδιά. Ο δειγµατικός χώρος είναι

Ω = {ααα, αακ, ακα, ακκ, καα, κακ, κκα, κκκ}. Να βρεθεί η πιθανότητα η οικογένεια να έχει ένα µόνο

κορίτσι, δεδοµένου ότι το πρώτο παιδί είναι αγόρι.

Συµβολίζουµε Α: το πρώτο παιδί είναι αγόρι, δηλαδή Α={ααα, αακ, ακα, ακκ}και Β: έχει ακριβώς έ-

να κορίτσι, δηλαδή Β={αακ, ακα, καα}. Τότε έχουµε {ακα, αακ} και η ζητούµενη πιθανότητα

είναι:
Ρ(Β \ Α)

Στο ίδιο παράδειγµα, αν Γ: τα δύο τελευταία παιδιά είναι κορίτσια, να εξετάσετε αν τα ενδεχόµενα

Α και Γ είναι ανεξάρτητα. Έχουµε Γ={ακκ, κκκ} και ={ακκ}. Έτσι,

άρα τα Α και Γ είναι ανεξάρτητα. 

ΕΕφφααρρµµοογγήή  1122

Αν Α, Β ασυµβίβαστα και µη κενά, τότε Α, Β είναι εξαρτηµένα.

Πράγµατι, άρα . Όµως, , άρα,

δηλαδή τα Α, Β είναι εξαρτηµένα.

ΕΕφφααρρµµοογγήή  1133

Σε ένα κουτί, υπάρχουν 6 άσπρα και 4 µαύρα µπαλάκια. Βγάζουµε διαδοχικά δύο µπαλάκια. Ποια είναι

η πιθανότητα το πρώτο να είναι µαύρο και το δεύτερο άσπρο, αν:

α. ξαναβάζουµε µέσα το πρώτο µπαλάκι

β. δεν ξαναβάζουµε µέσα το πρώτο µπαλάκι.

α. Στην πρώτη περίπτωση, είναι φανερό ότι τα ενδεχόµενα Α: πρώτο µπαλάκι µαύρο και Β: δεύτερο

µπαλάκι άσπρο, είναι ανεξάρτητα, γιατί η πραγµατοποίηση του ενός δεν επηρεάζει την πραγµα-

τοποίηση του άλλου. Έτσι, έχουµε:
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β. Στη δεύτερη περίπτωση, τα δύο ενδεχόµενα δεν είναι ανεξάρτητα, γιατί το χρώµα που θα έχει το

πρώτο µπαλάκι επηρεάζει την αναλογία των χρωµάτων των υπολοίπων. Έτσι έχουµε:

Ρ(Α Β)=Ρ(Α) · Ρ(Β \ Α)

Αν ο δειγµατικός χώρος Ω µπορεί να αναλυθεί σε ν το πλήθος ενδεχόµενα, που ανά δύο είναι α-

συµβίβαστα και , τότε ένα οποιοδήποτε ενδεχόµενο Β µπορεί να γραφτεί

και συνεπώς:

Ρ(Β) =Ρ(Β Α
1
) + Ρ(Β Α

2
) + ... + Ρ(Β Α

ν
) = Ρ(Α

1
) + Ρ(Β \ Α

1
)+ Ρ(Α

2
) + Ρ(Β \ Α

2
) + ...+ Ρ(Α

ν
) + Ρ(Β \ Α

ν
)

Ο τύπος αυτός είναι γνωστός σαν τύπος της ολικής πιθανότητας. Συχνά παίρνουµε Α1=Α και Α2=Α΄,

οπότε Ρ(Β)=Ρ(Α)Ρ(Β/Α)+Ρ(Α΄)Ρ(Β/Α΄).

ΕΕφφααρρµµοογγήή  1144

Ένα εργοστάσιο έχει δύο γραµµές παραγωγής. Η γραµµή Ι παράγει το 60% των συνολικών προϊόντων,

αλλά ένα 5% της παραγωγής της είναι προβληµατικό. Η γραµµή ΙΙ παράγει το 40% των συνολικών προϊ-

όντων και µόνο 2% της παραγωγής της είναι προβληµατικό. Αν επιλέξουµε τυχαία ένα προϊόν του ερ-

γοστασίου, ποια είναι η πιθανότητα να είναι προβληµατικό;

ΛΛΥΥΣΣΗΗ

Έστω Β: προϊόν προβληµατικό, Α1: το προϊόν είναι από τη γραµµή Ι και Α2: το προϊόν είναι από τη γραµ-

µή ΙΙ. Τότε και , άρα µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τον τύπο της ολικής

πιθανότητας και έχουµε:

Αν Α, Β δύο ενδεχόµενα του δειγµατικού χώρου Ω, τότε:

Ρ(Β \ Α)

Ο τύπος αυτός είναι γνωστός σαν ττύύπποοςς  ττοουυ  BBaayyeess. 

1 2A A = B∪
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ΕΕφφααρρµµοογγήή  1155

Ένας µαθητής απαντάει σε ερωτήσεις πολλαπλής επιλογής που έχουν 4 απαντήσεις η κάθε µία. Ο µα-

θητής είναι αρκετά καλά διαβασµένος και γνωρίζει το 70% των ερωτήσεων. Σε όσες δεν γνωρίζει απα-

ντάει τυχαία:

α. ποιο είναι το ποσοστό των σωστών απαντήσεων που δίνει ο µαθητής,

β. αν ο µαθητής έχει απαντήσει σωστέ σε µία ερώτηση, ποια είναι η πιθανότητα να γνωρίζει την απά-

ντηση.

ΛΛΥΥΣΣΗΗ

α. Η έκφραση «Ποιο είναι το ποσοστό των σωστών απαντήσεων», ισοδυναµεί µε την «Ποια είναι η πιθα-

νότητα να απαντήσει σωστά σε µία ερώτηση»(στατιστικός ορισµός της πιθανότητας). Έστω λοιπόν Σ

το ενδεχόµενο να απαντήσει σωστά και Γ το ενδεχόµενο να γνωρίζει την απάντηση. Έχουµε Ρ(Γ) =

70%, Ρ(Σ/Γ) = 100% (αν γνωρίζει την απάντηση προφανώς επιλέγει σωστά) και Ρ(Σ/Γ΄)=25% (αφού

αν δεν γνωρίζει την απάντηση επιλέγει τυχαία µία από τις τέσσερις που προσφέρονται). Έτσι, σύµφω-

να µε τον τύπο της ολικής πιθανότητας

β. Από τον τύπο του Bayes έχουµε:

Όταν ένα πείραµα τύχης εκτελείται σε διαδοχικά βήµατα και τα αποτελέσµατα καθενός δεν είναι ι-

σοπίθανα, τότε ένας εύκολος τρόπος υπολογισµού της πιθανότητας κάθε ενδεχοµένου είναι η κατασκευή

ενός δενδροδιαγράµµατος, η αναγραφή της πιθανότητας σε κάθε «κλαδί»και η χρήση του πολλαπλα-

σιαστικού νόµου. 

ΕΕφφααρρµµοογγήή  1166

Σε έναν αγώνα τένις κερδίζει όποιος κερδίσει δύο σετ. Ο παίκτης Α έχει πιθανότητα να κερδίσει έ-

να σετ από τον παίκτη Β. Να βρείτε την πιθανότητα:

α. ο παίκτης Α να κερδίσει τον αγώνα,

β. να παιχτούν µόνο δύο σετ,

γ. ο παίκτης Β να κερδίσει πρώτο σετ, δεδοµένου ότι κέρδισε τον αγώνα.

2__
3
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ΛΛΥΥΣΣΗΗ

α. Η πιθανότητα να κερδίσει ο πρώτος παίκτης είναι:

β. Η πιθανότητα να παιχτούν µόνο δύο σετ είναι: .

γ. Η πιθανότητα να κερδίσει ο δεύτερος παίκτης είναι:

. Αν ∆ είναι το ενδεχόµενο ο δεύτερος παίκτης να κερδίσει το πρώτο σετ, 

τότε .

Έτσι, .
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ΕΕΞΞΑΑΣΣΚΚΗΗΣΣΗΗ

1. Χαρακτηρίστε Σωστές (Σ) ή Λανθασµένες (Λ) τις παρακάτω προτάσεις:

ΣΣωωσσττόό ΛΛάάθθοοςς

α. Ισχύει πάντοτε

β. Ισχύε
ι

γ. Ισχύει 

δ. ∆ύο ασυµβίβαστα ενδεχόµενα είναι ανεξάρτητα 

ε. Αν Α, Β ασυµβίβαστα τότε Ρ(Α/Β)=Ρ(Β/Α)=0

2. Επιλέξτε τη σωστή απάντηση:

α. Αν µία οικογένεια έχει ήδη δύο αγόρια, τότε η πιθανότητα το τρίτο παιδί να είναι αγόρι, είναι:

Α. Β. Γ. ∆. Ε.

β. Αν έχουµε ρίξει ένα ζάρι τρεις φορές και δεν έχουµε φέρει 6, τότε η πιθανότητα να φέρουµε 6

την επόµενη ζαριά είναι:

Α. Β. Γ. ∆. Ε.

γ. Ρίχνει κάποιος ένα ζάρι και αναγγέλλει ότι έφερε µονό αριθµό. Ποια είναι η πιθανότητα να είναι 3

Α. Β. Γ. ∆. Ε.

δ. Ρίχνουµε ταυτόχρονα ένα κέρµα και ένα ζάρι. Ποια είναι η πιθανότητα το κέρµα να φέρει «γράµ-

µατα»και το ζάρι να φέρει 4;

Α. Β. Γ. ∆. Ε.

3. Για δύο ενδεχόµενα Α, Β ισχύουν και Ρ(Α \ Β) .

Να υπολογίσετε τις πιθανότητες .

4. Για δύο ενδεχόµενα Α, Β ισχύουν . 

Να υπολογίσετε τις πιθανότητες .

1__
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5. Για δύο ανεξάρτητα ενδεχόµενα Α, Β ισχύουν Ρ(Α)=0,3 Ρ(Α Β)=0,12. Να υπολογίσετε τις πιθανότητες
Ρ(Β), Ρ(Α Β), Ρ(Α/Β).

6. Για δύο ενδεχόµενα Α, Β ισχύουν και Ρ(Α \ Β) .

α. Τα ενδεχόµενα Α, Β είναι ανεξάρτητα;
β. Τα ενδεχόµενα Α, Β είναι ασυµβίβαστα.

7. Ένα δικινητήριο αεροπλάνο µπορεί να πετάξει όταν λειτουργεί τουλάχιστον η µία µηχανή. Οι δύο µη-
χανές λειτουργούν ανεξάρτητα και η πιθανότητα βλάβης της κάθε µίας είναι 0,02%. Ποια είναι η πι-
θανότητα το αεροπλάνο να φθάσει µε ασφάλεια στον προορισµό του;

8. Σε µία επιχείρηση το 70% των εργαζόµενων είναι άνδρες. Από τους άνδρες καπνίζει το 40% και α-
πό τις γυναίκες το 25%. Αν επιλέξουµε τυχαία ένα άτοµο που καπνίζει, ποια είναι η πιθανότητα να εί-
ναι γυναίκα.

9. Σε ένα κιβώτιο υπάρχουν 20 ασφάλειες από τις οποίες η µία είναι καµένη. ∆οκιµάζουµε τις ασφάλειες
µία - µία µέχρι να βρούµε την καµένη. Ποια είναι η πιθανότητα να τη βρούµε:
α. µε την πρώτη δοκιµή,
β. µε την πέµπτη δοκιµή,
γ. το πολύ µε πέντε δοκιµές.

10. Μία βιοµηχανία κατασκευάζει τηλεοράσεις από τις οποίες 10% είναι ελαττωµατικές. Μία τηλεόρα-
ση πριν βγει από το εργοστάσιο περνάει από έλεγχο που εντοπίζει το 90% των ελαττωµατικών. Ποια
είναι η πιθανότητα:
α. µία τηλεόραση είναι ελαττωµατική αλλά περνάει τον έλεγχο,
β. µία τηλεόραση που φθάνει στο εµπόριο να είναι εντάξει.

11. Ένα κουτί περιέχει 6 κόκκινες και 4 πράσινες σφαίρες. Επιλέγουµε τυχαία µία και την τοποθετούµε
σε ένα δεύτερο που έχει ήδη 3 κόκκινες και 6 πράσινες. Τέλος, επιλέγουµε µία σφαίρα από το δεύ-
τερο κουτί. Ποια είναι η πιθανότητα:

α. να είναι κόκκινη η δεύτερη σφαίρα,
β. να είναι πράσινη η πρώτη σφαίρα, δεδοµένου ότι η δεύτερη ήταν κόκκινη.

12. Γνωρίζουµε ότι το 50% του πληθυσµού πάσχει από µία συγκεκριµένη ασθένεια. Ένα καινούργιο τε-
στ διάγνωσης έχει πιθανότητα 2% να βγει θετικό, ενώ το άτοµο είναι υγιές και 8% να βγει αρνητι-
κό, ενώ το άτοµο πάσχει. Ένα άτοµο έκανε το τεστ και βγήκε θετικό. Ποια είναι η πιθανότητα να πά-
σχει πράγµατι από τη συγκεκριµένη ασθένεια;

13. Τρεις µαθητές λύνουν µία άσκηση µε πιθανότητα , , αντιστοιχα. 

Παραδίδουν ανώνυµα τη λύση και ο καθηγητής βρίσκει δύο σωστές απαντήσεις. Ποια είναι η πιθα-
νότητα κάθε µαθητή να έχει δώσει τη λανθασµένη απάντηση;

3__
5

1__
3

1__
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14. ∆είξτε ότι δύο ανεξάρτητα µη κενά ενδεχόµενα δεν µπορεί να είναι ασυµβίβαστα.

15. Αν τα ενδεχόµενα Α, Β είναι ανεξάρτητα δείξτε ότι είναι ανεξάρτητα και τα ενδεχόµενα 

α) Α΄ και Β, 

β) Α΄ και Β΄.

16. ∆είξτε ότι:

α. Ρ(Α \ Β) + Ρ(Α΄ \ Β) = 1

β.

17. Σε ένα λούνα-παρκ ο ιδιοκτήτης σκέφτηκε το εξής παιχνίδι. Πήρε δύο κουτιά και στο καθένα έβαλε

5 άσπρες και 5 µαύρες σφαίρες. Ο πελάτης επιλέγει τυχαία ένα κουτί, στη συνέχεια µία σφαίρα α-

πό αυτό και κερδίζει αν είναι άσπρη. ∆είξτε ότι η πιθανότητα να κερδίσει ο πελάτης είναι . 

Κάποιος πελάτης όµως πρότεινε στον ιδιοκτήτη να αλλάξει όπως θέλει την κατανοµή των σφαιρών

στα κουτιά και ο ιδιοκτήτης δέχτηκε πιστεύοντας ότι οι πιθανότητες δεν θα αλλάξουν, αφού πάντα

ο αριθµός των άσπρων σφαιρών θα είναι ίσος µε τον αριθµό των µαύρων. Υπάρχει τρόπος ο πελά-

της να µεγαλώσει την πιθανότητα να κερδίσει και ποια είναι η µέγιστη τιµή που µπορεί να πετύχει; 

Ο λογισµός των πιθανοτήτων ασχολείται µε την αναζήτηση  και τη µελέτη των νόµων της τύχης µε τους

οποίους προσπαθούµε να ερµηνεύσουµε τα τυχαία εκείνα γεγονότα που παρουσιάζουν το χαρακτηιστικό

της αβεβαιότητα.

Βασικές έννοες στο λογισµό πιθανοτήτων αποτελούν:

• Ο δειγµατικός χώρος Ω / Πείραµα τύχης

• Ο πληθάριθµος

• Το ενδεχόµενο 

• Πράξεις µε ενδεχόµενα

• Η έννοια της πιθανότητας

• Ιδιότητες πιθανοτήτων (Λογισµός)

1__
2
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Απλό

Σύνθετο 

Αξιωµατικός ορισµός

Κλασσικός ορισµός

Ενδεχόµενα ασυµβίµαστα ή ξένα µεταξύ τους

Συµπληρωµατικά ή αντίθετα

Τοµή / ένωση ενδεχοµένων

P(A΄) = 1 – Ρ(Α)

Ρ(Α Β) = Ρ(Α) + Ρ(Β) – Ρ(Α Β)

Ρ(Α – Β) = Ρ(Α) – Ρ(Α Β)

Βέβαιο Αδύνατο 

ΣΣύύννοοψψηη



• ∆εσµευµένη πιθανότητα 

• Ανεξάρτητη ενδεχόµενα Ρ(Α Β) =  Ρ(Α) ·  Ρ(Β)

ΒΒιιββλλιιοογγρρααφφίίαα  //  IInntteerrnneett

«Πιθανότητες και Στατιστική», Spiegel, MrGraw-Hill, ΕΣΠΙ

«Θεωρία Πιθανοτήτων και εφαρµογές», Χαραλαµπίδη Α.Χ.

«An Introduction to probability theory and its Application», Fellezw

«Εισαγωγικά Μαθήµατα Θεωρίας Πιθανοτήτων», Τζιαφέτο Γ.

«Θεωρία Πιθανοτήτων», Αθανασοπούλου ∆.

www.answers.com/topic/probability: ορισµός και ερµηνεία της πιθανότητας µε links σε sites µε µαθήµατα

στατιστικής και αντίστοιχο software.

www/bymath.com: θεωρία, προβλήµατα, βοήθεια, tests και συµβουλές για στατιστική κ.ά. σε επίπεδο που καλύπτει

τις γνώσεις γυµνασίου - λυκείου.

ΟΟδδηηγγόόςς  γγιιαα  ππεερρεεττααίίρρωω  µµεελλέέττηη

««ΑΑσσκκήήσσεειιςς  ΠΠιιθθααννοοττήήττωωνν»»,,  ΧΧααρράάλλααµµπποοςς  ΧΧααρρααλλααµµππίίοουυ

Στο βιβλίο αυτό ο ενδιαφερόµενος µπορεί να βρει µια ανασκόπηση της βασικής θεωρίας αλλά και πολλές

ασκήσεις λυµένες ώστε να συµβάλλει σε µεγάλο βαθµό στην κατανόηση των σχερικών εννοιών και της τεχνικης

συναγωγής συµπερασµάτων.

P(A B)
P(B / A)

P(A)

∪=
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88..  ΤΤΥΥΧΧΑΑΙΙΕΕΣΣ  ΜΜΕΕΤΤΑΑΒΒΛΛΗΗΤΤΕΕΣΣ

ΠΠρροοσσδδοοκκώώµµεενναα  ααπποοττεελλέέσσµµαατταα::  Ο εκπαιδευόµενος µαθένει να χειρίζεται τις τυχαίες µεταβλητές σε

προβλήµατα που του δίνονται. Παράλληλα τις εφαρµόζει χρησιµοποιώντας επιπλέον έννοιες που τις

αφορούν, όπως συναρτήσεις πιθανοτήτας, κατανοµής, διακύµανση και τυπική απόκλιση.

ΕΕιισσααγγωωγγιικκέέςς  ππααρρααττηηρρήήσσεειιςς::  Οι τυχαίες µεταβλητές µας δίνουν την πλήρη µαθηµατικοποίηση του πειράµατος

τύχης πυ εκτελούµε

Αυτό πραγµατοποιείται µε την αντιστοίχιση κάθε ενδεχοµένου ή αποτελέσµατος σε συγκεκριµένο αριθµό

και τη µελέτη του φαινοµένου, που µας ενδιαφέρει, βάσει µεγεθών και συναρτήσεων, που αφορούν τους

αριθµούς αυτούς, δηλαδή τις τιµές που παίρνουν οι τυχαίες µεταβλητές.

109

ΒΒαασσιικκέέςς  έέννννοοιιεεςς::  

• διακριτές τυχαίες µεταβλητές

• συνάρτηση πιθανότητας διακριτής τυχαίας µεταβλητής

• συνάρτηση κατανοµής διακριτής τυχαίας µεταβλητής

• αναµενόµενη τιµή διακριτής τυχαίας µεταβλητής

• διακύµανση διακριτής τυχαίας µεταβλητής

• τυπική απόκλιση διακριτής τυχαίας µεταβλητής

• συνεχείς τυχαίες µεταβλητές

• συναρτήση πυκνότητας πιθανοτήτας συνεχούς τυχαίας µεταβλητής

• συναρτήση κατανοµής συνεχούς τυχαίας µεταβλητής

• µέση τιµή συνεχούς τυχαίας µεταβλητής

ΣΣττόόχχοοςς  ττοουυ  µµααθθήήµµααττοοςς::  Η εισαγωγή στην έννοια της τυχαίας µεταβλητής και η σύνδεσή σας µε την

έννοια της πιθανότητας, η οποία έχει ήδη εξεταστςί. Επίσης ο διαχωρισµός των τυχαίων µεταβλητών

σε διακριτές και συνεχείς σε σχέση µε το εκάστοτε πείραµα τύχης



88..11..  ∆∆ΙΙΑΑΚΚΡΡΙΙΤΤΗΗ  ΤΤΥΥΧΧΑΑΙΙΑΑ  ΜΜΕΕΤΤΑΑΒΒΛΛΗΗΤΤΗΗ

Όταν εκτελούµε ένα τυχαίο πείραµα, όπως να ρίξουµε ένα ζάρι ή ένα νόµισµα, έχουµε και τα αντίστοιχα αποτελέ-

σµατα. Τα αποτελέσµατα αυτά, άλλοτε είναι αριθµοί και άλλοτε όχι. Σε περίπτωση που δεν είναι αριθµοί τα αντι-

στοιχούµε σε αριθµούς, προκειµένου να τα χειριστούµε καλύτερα. 

Στη συνέχεια χρησιµοποιούµε την αντιστοίχηση αυτή για τη µελέτη του πειράµατος σε σχέση και µε την πιθα-

νότητα να συµβεί κάθε ενδεχόµενο.

Στα παραδείγµατα που ακολουθούν γίνεται:

• Αντιστοίχηση των µη αριθµητικών αποτελεσµάτων σε αριθµούς.

• Σύνδεση µε την πιθανότητα του κάθε ενδεχόµενου.

ΕΕφφααρρµµοογγήή  11

Ρίχνουµε ένα ζάρι µία φορά. ΟΙ πιθανές ενδείξεις, δηλαδή τα αποτελέσµατα που µπορούµε να έχουµε, είναι:

Ω = {1,2,3,4,5,6}

Συνολικά έχουµε 6 πιθανά αποτελέσµατα. Άρα ο δειγµατικός χώρος αποτελείται από 6 ενδεχόµενα ή Ν(Ω) =

6.

Αν Α
1

η πιθανότητα να εµφανιστεί η ένδειξη 1, Α
2

η ένδειξη 2 και ούτω καθεξής, τότε η πιθανότητα να εµφανι-

στεί η ένδειξη 1 είναι:

και οµοίως υπολογίζουµε ότι για τις υπόλοιπες ενδείξεις 2,3,4,5 και 6, οι αντίστοιχες πιθανότητες εµφάνισής τους,

είναι:

Στο σηµείο αυτό για συντοµία, αντί να λέµε «ένδειξη του ζαριού», θα χρησιµοποιήσουµε το γράµµα Χ.

Όταν δηλαδή, η ένδειξη είναι 1 θα λέµε Χ = 1, όταν είναι 2 θα λέµε Χ = 2 και λοιπά.

110



∆ηλαδή, η µεταβλητή Χ παίρνει τιµές από το σύνολο {1,2,3,4,5,6}.

Ή όπως φαίνεται στον πίνακα:

Και χρησιµοποιώντας τη µεταβλητή Χ για τις πιθανότητες που βρήκαµε προηγουµένως, θα έχουµε:

P[X=1]=

δηλαδή, η πιθανότητα το Χ να είναι 1 (δηλαδή η ένδειξη του ζαριού να είναι 1) ισούται µε και όµοια για κάθε ένδει-

ξη:

P[X=2]=

P[X=3]=

P[X=4]=

P[X=5]=

P[X=6]=

ΕΕφφααρρµµοογγήή  22

Ρίχνοντας ένα νόµισµα µία φορά, τα πιθανά αποτελέσµατα είναι κορόνα και γράµµατα. Ο δειγµατικός χώρος εί-

ναι ο εξής:

Ω = {Κ, Γ}

Οπότε, για τον δειγµατικό χώρο είναι Ν(Ω) = 2. 

Παρατηρούµε ότι στην περίπτωση αυτή, τα αποτελέσµατα δεν είναι αριθµοί όπως στο ζάρι. Πρέπει να κάνου-

µε ένα επιπλέον βήµα αντιστοιχώντας τα αποτελέσµατα σε αριθµούς. Θεωρούµε ως Χ την εµφάνιση της ένδειξης

κορόνα (Κ).

Οπότε έχουµε τον πίνακα:

Οπότε:

Ένδειξη νοµίσµατος ΤΤιιµµέέςς  ΧΧ

K 1

Γ 0

1__
6

1__
6

1__
6

1__
6

1__
6

1__
6

ΕΕννδδεείίξξεειιςς  ζζααρριιοούύ ΤΤιιµµέέςς  ΧΧ

1 1

2 2

3 3

4 4

5 5

6 6
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Για την πιθανότητα να εµφανιστεί η ένδειξη Γράµµατα (Γ)

P(Γ)=Ρ[Χ=0]=

Για την πιθανότητα να εµφανιστεί η ένδειξη Κορόνα (Κ)

P(K)=Ρ[Χ=0]=

ΕΕφφααρρµµοογγήή  33

Ρίχνοντας ένα νόµισµα δύο φορές τα πιθανά αποτελέσµατα και πάλι δεν είναι αριθµοί, όπως µε το ζάρι. Ο δειγ-

µατικός χώρος, δηλαδή όλα τα δυνατά ενδεχόµενα, στην περίπτωση αυτή είναι το εξής σύνολο:

Ω = {(Κ,Κ), (Κ,Γ), (Γ,Κ), (Γ,Γ)}

όπου Κ η ένδειξη κορόνα και Γ η ένδειξη γράµµατα.

Οπότε, όλα τα δυνατά ενδεχόµενα είναι 4, δηλαδή Ν(Ω)=4. 

Για να αντιστοιχίσουµε αποτελέσµατα σε πιθανότητες στην περίπτωση αυτή απαιτείται και πάλι το επιπλέον βή-

µα: να αντιστοιχίσουµε τα αποτελέσµατα σε αριθµούς. Αν ονοµάσουµε Χ τον αριθµό κεφαλών που εµφανίζονται

στις δύο ρίψεις του νοµίσµατος, θα έχουµε:

Οπότε θα έχουµε:

Για την πιθανότητα να εµφανιστεί η ένδειξη Γράµµατα (Γ) δύο φορές:

Για την πιθανότητα να εµφανιστεί η ένδειξη Γράµµατα (Γ) µία φορά και η ένδειξη Κορόνα (Κ) µία φορά: 

Για την πιθανότητα να εµφανιστεί η ένδειξη Κορόνα (Κ) δύο φορές:

ΕΕφφααρρµµοογγήή  44

Ρίχνουµε το ζάρι µία φορά και ενδιαφερόµαστε να δούµε όχι ποια είναι η ένδειξη, αλλά αν είναι µονός ή ζυγός ο

αριθµός που φέραµε. Οπότε, θα θεωρήσουµε την µεταβλητή Χ ως εξής:

ΕΕννδδεείίξξεειιςς  22  ρρίίψψεεωωνν  ννοοµµίίσσµµααττοοςς ΤΤιιµµέέςς  πποουυ  ππααίίρρννεειι  ηη  ΧΧ

(Γ, Γ) 0

(Γ, Κ), (Κ, Γ) 1

(Κ, Κ) 2

1__
6

1__
6

112



Οπότε θα έχουµε:

Για την πιθανότητα να φέρουµε ζυγό αριθµό:

Για την πιθανότητα να φέρουµε µονό αριθµό:

ΕΕπποοµµέέννωωςς::

• Στα παραπάνω παραδείγµατα, τα πειράµατα ήταν τυχαία, δηλαδή το ζάρι, το νόµισµα ήταν αµερόληπτα και κά-

θε ένδειξη είχε την ίδια πιθανότητα εµφάνισης µε τις υπόλοιπες. 

• Επιπλέον, χρησιµοποιήθηκε η Χ για να αντιστοιχίσουµε κάθε πιθανό αποτέλεσµα σε έναν αριθµό. Η Χ λέγεται

ττυυχχααίίαα  µµεεττααββλληηττήή.

• Στη συνέχεια, θα συµβολίζουµε µε Χ, Υ, Ζ κλπ τέτοιες αντιστοιχίσεις, θα τις λέµε τυχαίες µεταβλητές ή τ.µ.

• Θα συµβολίζουµε µε x, y, z κλπ. Τις τιµές που παίρνουν οι τ.µ.

• Η τ.µ. Χ στα παραπάνω παραδείγµατα, έπαιρνε τις τιµές 1,2,3… Σε αυτή την περίπτωση, η τ.µ. ονοµάζεται δδιιαακκρριι--

ττήή.

88..22..  ΣΣΥΥΝΝΑΑΡΡΤΤΗΗΣΣΗΗ  ΠΠΙΙΘΘΑΑΝΝΟΟΤΤΗΗΤΤΑΑΣΣ  ∆∆ΙΙΑΑΚΚΡΡΙΙΤΤΗΗΣΣ  ΤΤ..ΜΜ..

Επιπλέον στα προηγούµενα παραδείγµατα:

• Αντιστοιχίσαµε σε κάθε τιµή της τ.µ. Χ την αντίστοιχη πιθανότητα, χρησιµοποιώντας την P[X=x
j
], την οποία ο-

νοµάζουµε σσυυννάάρρττηησσηη  ππιιθθααννόόττηηττααςς.

• Η συνάρτηση πιθανότητας για συντοµία συµβολίζεται µε p
j
αντί P[X=x

j
].

Εξετάζοντας τα παραδείγµατα ως προς τη συνάρτηση πιθανότητας, είναι:

ΕΕφφααρρµµοογγήή  55

Ρίψη ζαριού µία φορά.

Μας ενδιαφέρει ποιος αριθµός είναι η ένδειξη:

ΈΈννδδεειιξξηη  ζζααρριιοούύ ΤΤιιµµήή  ΧΧ

2,4,6 0

1,3,5 1
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Ρ[Χ=1]=p
1
= Ρ[Χ=2]=p

2
=

Ρ[Χ=3]=p
3
= Ρ[Χ=4]=p

4
=

Ρ[Χ=5]=p
5
= Ρ[Χ=6]=p

6
=

Εποµένως:

Μπορούµε επίσης

να παραστήσουµε σε

πίνακα τα αποτελέσµατα οπότε θα έχουµε:

ΕΕφφααρρµµοογγήή  66

Ρίψη ζαριού µία φορά.

Μας ενδιαφέρει ποια είναι η ένδειξη.

Ρ[Χ=0]=p
0
= Ρ[Χ=1]=p

1
=

Εποµένως:

και σε πίνακα:

ΕΕφφααρρµµοογγήή  77

Ρίψη νοµίσµατος δύο φορές.

Μας ενδιαφέρει ποια ένδειξη έχουµε κάθε φορά.

Ρ[Χ=0]=p
0
= Ρ[Χ=1]=p

1
= Ρ[Χ=2]=p

2
= 1__

4
1__
2

1__
4

1__
2

1__
2

1__
6

1__
6

1__
6

1__
6

1__
6

1__
6
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Εποµένως:

και σε πίνακα:

ΕΕφφααρρµµοογγήή  88

Ρίψη ζαριού µία φορά.

Μας ενδιαφέρει αν η ένδειξη είναι µονός ή ζυγός αριθµός.

Ρ[Χ=0]=p
0
= Ρ[Χ=1]=p

1
=

Εποµένως:

και σε πίνακα:

ΣΣυυµµππεερράάσσµµαατταα::

1. Σε κάθε περίπτωση, η p
i
είναι θετική και µικρότερη του 1.

2. Το άθροισµα όλων των p
i
ισούται µε 1.

• Τα παραπάνω είναι αναµενόµενα αφού τα p
i
είναι πιθανότητες.

• Με µαθηµατικές σχέσεις, για να εκφράσουµε τις παραπάνω παρατηρήσεις, γράφουµε: 

1. 

2. 

88..33..  ΣΣΥΥΝΝAAΡΡΤΤΗΗΣΣΗΗ  ΚΚΑΑΤΤΑΑΝΝΟΟΜΜHHΣΣ  ∆∆ΙΙΑΑΚΚΡΡΙΙΤΤΗΗΣΣ  ΤΤ..ΜΜ..  

Αν θέλουµε να εξετάσουµε την πιθανότητα η τ.µ. Χ να παίρνει τιµές µικρότερες ή ίσες µε ένα συγκεκριµένο

αριθµό, χρειαζόµαστε µία νέα συνάρτηση που θα αντιστοιχεί κάθε τιµή x
i
στην αντίστοιχη τέτοια πιθανότητα.

1__
2

1__
2
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Η συνάρτηση η οποία αντιστοιχεί σε κάθε αριθµό x
i
την λέγεται σσυυννάάρρττηησσηη  κκααττααννοοµµήήςς της δια-

κριτής τ.µ. Χ που είναι µικρότερες ή ίσες της x
i
και συµβολίζεται µε F(x

i
).

ΕΕφφααρρµµοογγήή  99

Αν στη ρίψη ζαριού µας ενδιαφέρει να βρούµε την πιθανότητα να φέρουµε ένδειξη µικρότερη ή ίση του 1, δηλα-

δή .

∆ηλαδή θέλουµε την πιθανότητα η ένδειξη να είναι 1.

Οπότε, χρησιµοποιούµε τα δεδοµένα του πίνακα:

και συµβολικά γράφουµε:

Για ένδειξη µικρότερη του 3, θέλουµε την πιθανότητα . 

∆ηλαδή θέλουµε την πιθανότητα η ένδειξη να είναι 1 ή 2.

Οπότε συµβολικά γράφουµε:

Για ένδειξη µικρότερη του 4, θέλουµε την πιθανότητα . 

∆ηλαδή θέλουµε την πιθανότητα η ένδειξη να είναι 1 ή 2 ή 3.

Οπότε συµβολικά γράφουµε:

Για ένδειξη µικρότερη του 5 θέλουµε την πιθανότητα . 

∆ηλαδή θέλουµε την πιθανότητα η ένδειξη να είναι 1 ή 2 ή 3 ή 4.

Οπότε συµβολικά γράφουµε:

Για ένδειξη µικρότερη του 6 θέλουµε την πιθανότητα . 

∆ηλαδή, θέλουµε την πιθανότητα η ένδειξη να είναι 1 ή 2 ή 3 ή 4 ή 5.
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Οπότε, συµβολικά γράφουµε:

και αν θέλουµε την πιθανότητα να είναι η ένδειξη µικρότερη του 7, θα γράψουµε:

κάτι αναµενόµενο, αφού είναι βέβαιο ότι η ένδειξη θα είναι µικρότερη ή ίση του 6.

Το ίδιο θα βρίσκαµε και αν θέλαµε την πιθανότητα η ένδειξη να είναι µικρότερη του 7, 8, 9 κλπ.

Επίσης, αν θέλουµε την πιθανότητα η ένδειξη να είναι µικρότερη ή ίση του 0 θα έχουµε: 

Κάτι επίσης αναµενόµενο, αφού η ένδειξη του ζαριού θα είναι τουλάχιστον 1.

ΠΠααρρααττηηρρήήσσεειιςς:

• Καθώς η ανώτατη τιµή του Χ µεγαλώνει, µεγαλώνει και η αντίστοιχη πιθανότητα. Για παράδειγµα, 3<5 και

.

• Επιπλέον, κάθε φορά για να βρούµε την προσθέτουµε στην

.

Συγκεκριµένα:
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Κι αν θέλουµε να παραστήσουµε γραφικά τα παραπάνω:

ΕΕφφααρρµµοογγήή  1100

Στην περίπτωση ρίψης νοµίσµατος µία φορά από τον πίνακα:

Έχουµε:

, αφού είναι αδύνατο το ενδεχόµενο η τ.µ. Χ να πάρει τιµή µικρότερη του 0. Ή 1 θα είναι (αν φέρου-

µε γράµµατα) ή 0 (αν φέρουµε κορόνα).

Επίσης,

και 

Σε διάγραµµα:
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ΕΕφφααρρµµοογγήή  1111

Ρίχνοντας ένα νόµισµα δύο φορές και βάσει του πίνακα που βρήκαµε παραπάνω:

Βρίσκουµε την πιθανότητα να φέρουµε λιγότερες από µία φορά κορόνα:

Το πολύ µία φορά κορόνα:

Και το πολύ δύο φορές κορόνα:

Γραφικά έχουµε: 

ΕΕφφααρρµµοογγήή  1122

Στην περίπτωση αυτή θα έχουµε τον πίνακα:

Και αντίστοιχα βρίσκουµε τις πιθανότητες:

και 
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Οπότε γραφικά θα έχουµε:

88..44..  ΑΑΝΝΑΑΜΜΕΕΝΝΟΟΜΜΕΕΝΝΗΗ  ΤΤΙΙΜΜΗΗ  ∆∆ΙΙΑΑΚΚΡΡΙΙΤΤΗΗΣΣ  ΤΤ..ΜΜ..  ΧΧ

Αν έχουµε µία διακριτή τυχαία µεταβλητή Χ που παίρνει τις τιµές:

x
1
, x

2
, …,x

n

µε αντίστοιχες πιθανότητες

p
1
, p

2
, …,p

n

ονοµάζουµε µµέέσσηη  ττιιµµήή ή αναµενόµενη ή µαθηµατική ελπίδα διακριτής τ.µ. την ποσότητα: 

E(X) = p
1

x
1
+ p

2
x

2
+…+ p

n
x

n

Ή χρησιµοποιώντας το συµβολισµό του αθροίσµατος:

Εκτός από το συµβολισµό «Ε(Χ)», για τη µέση τιµή χρησιµοποιείται και το «µ». Σε σχέση µε τα προηγούµενα πα-

ραδείγµατα:

ΕΕφφααρρµµοογγήή  1133

Έχουµε τον πίνακα:

Οπότε υπολογίζουµε:
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ΕΕφφααρρµµοογγήή  1144

Βάσει του πίνακα:

Έχουµε:

ΕΕφφααρρµµοογγήή  1155

Βάσει του πίνακα: 

Έχουµε: 

ΕΕφφααρρµµοογγήή  1166

Βάσει του πίνακα:

Έχουµε:

ΣΣηηµµεείίωωσσηη::

Η αναµενόµενη τιµή µίας διακριτής τ.µ. Χ δεν είναι απαραίτητα ακέραιος αριθ-

µός και δεν είναι απαραίτητα µία από τις x1 δηλαδή µία από τις τιµές που παίρ-

νει η διακριτή τ.µ. Χ. 
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88..55..  ∆∆ΙΙΑΑΚΚΥΥΜΜΑΑΝΝΣΣΗΗ  ∆∆ΙΙΑΑΚΚΡΡΙΙΤΤΗΗΣΣ  ΤΤ..ΜΜ..  ΧΧ

Έστω ότι έχουµε µία τ.µ. Χ που παίρνει τις τιµές:

x
1
, x

2
, …,x

n

µε αντίστοιχες πιθανότητες

p
1
, p

2
, …,p

n

Ονοµάζουµε δδιιαασσπποορράά διακριτής τ.µ. την ποσότητα:

Var(X)=E(X2)–{E(X)}2

Όπου 

Ή χρησιµοποιώντας το συµβολισµό του αθροίσµατος:

Εκτός από το «Var(X)» για τη διακύµανση χρησιµοποιείται και ο συµβολισµός «σ2».

Σε σχέση µε τα προηγούµενα παραδείγµατα:

ΕΕφφααρρµµοογγήή  1177

Έχουµε τον πίνακα: 

Οπότε υπολογίζουµε:

και 

Εποµένως Var(X)=E(X2)–E(X)2 .
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ΕΕφφααρρµµοογγήή  1188

Βάσει του πίνακα:

Είναι:

Άρα 

και 

Εποµένως:

ΕΕφφααρρµµοογγήή  1199

Βάσει του πίνακα:

Έχουµε:

άρα 

και 

Εποµένως:
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ΕΕφφααρρµµοογγήή  2200

Βάσει του πίνακα:

Έχουµε:

Άρα 

και 

Εποµένως:

ΠΠααρρααττηηρρήήσσεειιςς:

• Η διακύµανση δεν είναι ποτέ αρνητική.

• Οι ποσότητες Ε[Χ2] και {Ε[Χ]}2 είναι διαφορετικές στη γενική περίπτωση.

88..66  ..ΤΤΥΥΠΠΙΙΚΚΗΗ  ΑΑΠΠΟΟΚΚΛΛΙΙΣΣΗΗ  ∆∆ΙΙΑΑΚΚΡΡΙΙΤΤΗΗΣΣ  ΤΤΥΥΧΧΑΑΙΙΑΑΣΣ  ΜΜΕΕΤΤΑΑΒΒΛΛΗΗΤΤΗΗΣΣ

Ονοµάζεται ττυυππιικκήή  ααππόόκκλλιισσηη µίας διακριτής τ.µ. Χ η ποσότητα, δηλαδή η τετραγωνική ρίζα της διασπο-

ράς της Χ. 

Η τυπική απόκλιση συµβολίζεται µε το γράµµα «σ».

ΆΆσσκκηησσηη

Για τη διακριτή τ.µ. Χ µε συνάρτηση πιθανότητας

Να γίνει ο πίνακας πιθανότητας και να βρεθούν οι:

Α. µέση τιµή

Β. διασπορά

Γ. τυπική απόκλιση
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ΛΛΥΥΣΣΗΗ::

Έχουµε:

Άρα έχουµε τον πίνακα:

Α. .

Β. άρα 

και 

Εποµένως:

Γ. η τυπική απόκλιση θα είναι στην περίπτωση αυτή:

1 112(1)
1
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ΕΕΞΞAAΣΣΚΚΗΗΣΣΗΗ

1. Για τη διακριτή τυχαία µεταβλητή Χ µε συνάρτηση πιθανότητας:

α. Να γίνει ο πίνακας πιθανότητας.

β. Να βεβαιωθείτε ότι πρόκειται για συνάρτηση πιθανότητας (Υπόδειξη: αθροίστε για x
i
= 1,2,3,4 και ελέγξτε αν το

αποτέλεσµα είναι 1).

γ. Να βρεθεί η µέση τιµή.

δ. Να βρεθεί η διασπορά.

ε. Να βρεθεί η τυπική απόκλιση.

2. Για τη διακριτή τυχαία µεταβλητή δίνεται ο πίνακας πιθανότητας:

Να εξετάσετε αν πρόκειται για συνάρτηση πιθανότητας και στη συνέχεια: 

α. Να βρεθεί η µέση τιµή.

β. Να βρεθεί η διασπορά.

γ. Να βρεθεί η τυπική απόκλιση. 

3. Ενδιαφερόµαστε για την ηλικία σε έτη, στην οποία έκαναν το πρώτο τους παιδί 16 µητέρες σε ένα συγκεκριµέ-

νο χωριό. Συγκεντρώσαµε τα αποτελέσµατα και προέκυψε ο πίνακας:

α. Να γίνει ο πίνακας πιθανοτήτων.

β. Να βρεθεί η µέση τιµή.

γ. Να βρεθεί η διασπορά.

δ. Να βρεθεί η τυπική απόκλιση.

88..77..  ΣΣΥΥΝΝΕΕΧΧΗΗΣΣ  ΤΤΥΥΧΧΑΑΙΙΑΑ  ΜΜΕΕΤΤΑΑΒΒΛΛΗΗΤΤΗΗ

Υπάρχουν περιπτώσεις στις οποίες η τυχαία µεταβλητή είναι για παράδειγµα ένα µέγεθος, όπως το ύψος των µα-

θητών της Α΄ Λυκείου, ο χρόνος καθυστέρησης των αεροπλάνων, η απόσταση που διανύουµε και άλλα. Είναι προ-
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φανές ότι αν θεωρήσουµε τυχαία µεταβλητή διακριτή, όπως στις προηγούµενες παραγράφους, δεν θα έχουµε ό-

λες τις δυνατές τιµές του µεγέθους που εξετάζουµε. Αυτό γιατί η µεταβλητή αλλάζει διαρκώς και δεν παίρνει µό-

νο ακέραιες τιµές, αλλά και όλες τις ενδιάµεσές τους. Όπως λέµε στα Μαθηµατικά, παίρνει τιµές στο διάστηµα [α,

β] αν θεωρήσουµε ότι κυµαίνεται από το α ως το β. 

Μία τέτοια µεταβλητή ονοµάζεται σσυυννεεχχήήςς.

Για τις συνεχείς µεταβλητές ορίζονται τα ίδια µέτρα, όπως και στις διακριτές τ.µ., αλλά που υπολογίζονται µε

διαφορετικό τρόπο. 

ΕΕφφααρρµµοογγήή  2211

Μία εταιρία που προµηθεύει ζαχαροπλαστεία µε αυγά, θέλει να χωρίσει τα αυγά σε συγκεκριµένα µεγέθη ανάλο-

γα µε το βάρος τους, για την καλύτερη εξυπηρέτηση των πελατών της. Οπότε, σε µετρήσεις που έγιναν καταλήξα-

µε στον εξής πίνακα που περιέχει τα βάρη 50 αυγών σε γραµµάρια:

Για να µιλήσουµε για τα δεδοµένα που θα έχουµε δεν πρακτικό να έχουµε ως τυχαία µεταβλητή το βάρος κά-

θε αυγού, η οποία θα παίρνει όλες τις τιµές που περιέχει ο πίνακας. Για ευκολία, χωρίζουµε τα δεδοµένα µας σε

κλάσεις (οµάδες), ως εξής:

Αν θέλουµε, µπορούµε να έχουµε µεγαλύτερη ακρίβεια, χωρίζοντας τα δεδοµένα µας σε κλάσεις µε µικρότε-

ρο πλάτος. Η διαδικασία αύξησης του αριθµού των κλάσεων έχει νόηµα όταν τα δεδοµένα είναι αρκετά, ώστε να

µην προκύπτουν κλάσεις µε µηδενική συχνότητα!

Στη συνέχεια, υπολογίζουµε τις σχετικές συχνότητες και τις αθροιστικές συχνότητες, οπότε προκύπτει ο πίνα-

κας κατανοµής συχνοτήτων:

Βάρος αυγού Συχνότητα

50 - 55 18%

55 - 60 32%

60 - 65 18%

65 - 70 16%

70 - 75 16%

Βάρος αυγού

50 - 55

55 - 60

60 - 65

65 - 70

70 - 75

51 72 70 52 75 59 58 63 62 59
65 64 58 52 61 63 61 55 61 61
73 65 62 63 56 60 68 57 64 60
66 61 63 53 59 70 67 66 54 64
74 68 68 55 75 69 54 58 71 63
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Για να έχουµε καλύτερη εικόνα της κατάστασης φτιάχνουµε το αντίστοιχο ιστόγραµµα:

88..88..  ΣΣΥΥΝΝΑΑΡΡΤΤΗΗΣΣΗΗ  ΠΠΥΥΚΚΝΝΟΟΤΤΗΗΤΤΑΑΣΣ  ΠΠΙΙΘΘΑΑΝΝΟΟΤΤΗΗΤΤΑΑΣΣ  ΣΣΥΥΝΝΕΕΧΧΟΟΥΥΣΣ  ΤΤ..ΜΜ..

Παρατηρώντας το ιστόγραµµα του παραδείγµατος και τοποθετώντας σε αυτό τα αντίστοιχα παραλληλόγραµµα, έ-

χουµε το προηγούµενο σχήµα: 
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Αν τώρα αυξήσουµε τον αριθµό των κλάσεων, θα έχουµε:

Και αν συνεχίσουµε αυξάνοντας τον αριθµό των κλάσεων:

Βλέπουµε ότι καθώς το πλήθος των κλάσεων αυξάνεται, τόσο καλύτερα προσεγγίζεται η πραγµατική κατάστα-

ση και βελτιώνεται η εκτίµησή µας.

Κάτι τέτοιο βέβαια δε σηµαίνει ότι οι κλάσεις πρέπει να είναι πάρα πολλές κάνοντας δύσκολη τη µελέτη του φαινο-

µένου που µας ενδιαφέρει.

Επιπλέον, κάτι που πρέπει να παρατηρήσουµε γιατί είναι χρήσιµο, είναι ότι, το εµβαδόν κάθε ορθογωνίου εί-

ναι ίσο µε f
i
και άρα το εµβαδόν όλων των ορθογωνίων θα ισούται µε 1.

Όµως, και , άρα f
i
=p

i
.

Άρα, (*). 
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Είναι όµως γνωστό ότι το άθροισµα όλων των πιθανοτήτων ισούται µε 1, συµβολικά άρα από την (*)

θα είναι και , δηλαδή το εµβαδόν µεταξύ της καµπύλης συχνοτήτων και των κατακόρυφων ευθειών x =

50 και x = 75 είναι ίσο µε 1.

Στα Μαθηµατικά, ο υπολογισµός του εµβαδού µεταξύ µίας καµπύλης και δύο ευθειών, όπως αυτό που εµφα-

νίζεται παραπάνω, γίνεται µε τη βοήθεια του ολοκληρώµατος. 

Οπότε, έχουµε αντί για άθροισµα , ολοκλήρωµα άρα .

Στην περίπτωση συνεχούς τ.µ. η συνάρτηση f ονοµάζεται συνάρτηση πυκνότητας της πιθανότητας.

88..99..  ΣΣΥΥΝΝΑΑΡΡΤΤΗΗΣΣΗΗ  ΚΚΑΑΤΤΑΑΝΝΟΟΜΜΗΗΣΣ  ΣΣΥΥΝΝΕΕΧΧΟΟΥΥΣΣ  ΤΤ..ΜΜ..

Η πιθανότητα P{γ<Χ<δ} θα είναι από το ιστόγραµµα: ίση µε το εµβαδόν ανάµεσα στην καµπύλη συχνοτήτων και

τις κατακόρυφες ευθείες x = γ και x = δ.

Χρησιµοποιώντας ολοκλήρωµα, θα έχουµε:

ΕΕφφααρρµµοογγήή  2222

Έστω ότι δίνεται συνεχής τ.µ. µε συνάρτηση πυκνότητας σταθερότητας:

Τότε το αντίστοιχο διάγραµµα, θα είναι:
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Και αν θέλουµε την πιθανότητα , θα θέλουµε το γραµµοσκιασµένο εµβαδό:

Οπότε, χρησιµοποιώντας ολοκλήρωµα, θα είχαµε:

88..1100..  ΜΜΕΕΣΣΗΗ  ΤΤΙΙΜΜΗΗ  ΣΣΥΥΝΝΕΕΧΧΟΟΥΥΣΣ  ΤΤ..ΜΜ..

Χρησιµοποιώντας το ολοκλήρωµα στη συνεχή τ.µ. αντί του αθροίσµατος της διακριτής τ.µ. αντίστοιχα για τη µέση

τιµή συνεχούς τ.µ. θα είναι:

ή στην πράξη , όταν το x παίρνει τιµές α ως β, δηλαδή στο διάστηµα [α, β].

Σε σχέση µε την προηγούµενη εφαρµογή:
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η µέση τιµή θα είναι:

ΕΕΞΞΑΑΣΣΚΚΗΗΣΣΗΗ

1. Να εξετάσετε αν έχουµε διακριτή ή συνεχή τυχαία µεταβλητή σε κάθε µία από τις επόµενες περιπτώσεις: 

α. χρόνος αναµονής στην τράπεζα.

β. αριθµός παιδιών ανά οικογένεια.

γ. αριθµός επιτυχηµένων χτυπηµάτων πέναλτι.

δ. ακυρώσεις αεροπορικών εισιτηρίων ανά ηµέρα που δέχεται µία αεροπορική εταιρία.

ε. διάρκεια τηλεφωνικών συνδιαλέξεων.

στ. αριθµός ελαττωµατικών λαµπτήρων ανά παρτίδα ενός εργοστασίου.

ζ. αριθµός τυπογραφικών λαθών ανά σελίδα ενός βιβλίου.

η. ηλικία σε έτη που γέννησαν το 1ο τους παιδί 20 γυναίκες.

2. Να εξετάσετε αν η συνάρτηση είναι συνάρτηση πιθανότητας.

3. Να εξετάσετε αν η συνάρτηση f(x)=2–x, x=1,2 είναι συνάρτηση πιθανότητας.

4. Να βρεθεί η µέση τιµή της τ.µ. x µε συνάρτηση πιθανότητας f(x)=2–x, x=1,2.

5. Να εξετάσετε αν η συνάρτηση είναι συνάρτηση πιθανότητας.

6. Οµοίως για τη συνάρτηση 
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7. Να βρεθεί η µέση τιµή της συνάρτησης 

8. Να βρεθεί ο αριθµός κ, αν η συνάρτηση:

είναι συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας.

9. Να βρεθεί η µέση τιµή της x, βάσει της συνάρτησης της άσκησης 8, για την τιµή του κ που βρήκατε.

10. Να σηµειώσετε Σ (σωστό) ή Λ (λάθος) στις παρακάτω προτάσεις:

11. Άν x συνεχής τυχαία µεταβλητή µε

να βρεθεί η πιθανότητα x>2 και η πιθανότητα 

12. Άν x συνεχής τυχαία µεταβλητή µε

να βρεθεί η Ε(x) και η Ε(x2).

13. Άν x συνεχής τυχαία µεταβλητή µε να υπολογιστεί η Ε(x) και η Ε(x2).

(α) Η συνάρτηση  , είναι συνάρτηση πυκνότητας πιθανότη-
τας. Σ Λ

(β) Η συνάρτηση f(x)=3,  x
1
=1,  x

2
=2,  x

3
=3 είναι συνάρτηση

πιθανότητας. Σ Λ

(γ) Το γράφηµα της συνάρτησης πιθανότητας διακριτής τυ-
χαίας µεταβλητής είναι µία συνεχής καµπύλη.

Σ Λ

(δ) Για τον υπολογισµό της µέσης τιµής συνεχούς τυχαίας
µεταβλητής, χρησιµοποιούµε το άθροισµα. Σ Λ
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Αν η φύση των στοιχείων των τυχαίων ενδεχόµενων είναι ποσοτική τότε τη στοιχειώδη ενδεχόµενη του

δ. χώρου ενός πειράµατος τύχτύχης εκφράζονται µε αριθµούς όπως ρίψη ενός ζαριού. Όταν όµως τα

στοιχειώδη ενδ. του δειγµατικού χώρου εκφράζονται µε αντίστοιχες τιµές ποιοτικών χαρακτηριστικών

όπως στη ρίψη νοµίσµατος, τότε είναι χρήσιµο να παρασταθούν συµβατικά τα στοιχεία στου δ. χώρου

µε πραγµατικούς αριθµούς.

• ΤΤυυχχααίίαα  µµεεττααββλληηττήή:: Όταν εξετάζουµε ένα δ.χ. Ω που αναφέρεται σ’ ένα πείραµµα τύχης και αντιστοιχίζουµε

σε κάθε αποτέλεσµα του δ. χώρου έναν πραγµατικό αριθµό, ορίζουµε έτσι µια συνάρτηση που έχει

πεδίο ορισµού το Ω και σύνολο τιµών ένα υποσύνολο των πραγµατικών αριθµών. Η συνάρτηση αυτή

οµονάζεται τυχαία µεταβλητή.

• ΣΣυυννάάρρττηησσηη  ππιιθθααννόόττηηττααςς:: Η πιθανότητα µε την οποία η τυχαία µεταβλητή χ µπορεί να λάβει την τιµή χ
i

P[x = χ
i
]

• ΣΣυυννάάρρττηησσηη  κκααττααννοοµµήήςς:: Είναι η πιθανότητα να πάρει η τυχαία µεταβλητή χ τιµή µικρότερη ή ίση από την τιµή χ.

• ΣΣυυννεεχχήήςς  ττυυχχααίίαα  µµεεττααββλληηττήή:: Όταν η τυχαία µεταβλητή χ µπορεί να πάρει όλες τις τιµές στου διαστήµατος [α,β].

• ΣΣυυννάάρρττηησσηη  κκααττααννοοµµήήςς  σσυυννεεχχοούύςς  ττυυχχααίίεεςς  µµεεττααββλληηττέέςς:: Όταν το πεδίο τιµών της τυχαία µεταβλητής χ είναι το

σύνολο [α,β] τότε η συνάρτηση κατανοµής τυχαίας µεταβλητής δίνεται από τη σχέση Ρ[α<χ<β] = 

ΒΒιιββλλιιοογγρρααφφίίαα  //  IInntteerrnneett

«Λογισµός πιθανοτήτων», Κιόχος Π., 1989

«Πιθανότητες και Στατιστική», Spiegel, MrGraw-Hill, ΕΣΠΙ

«Στατιστική», Πέτρος Α. Κιόχος, INTERBOOKS 

«Θεωρία Πιθανοτήτων και Εφαρµογές», Κοκολάκης Γ. Σπηλιώτης Ι., 1985

«Θεωρία Πιθανοτήτων και Εφαρµογές», τεύχος 1, Χαράλαµπου Α. Καραλαµπίδη, ΣΥΜΜΕΤΡΙΑ

«Θεωρία Πιθανοτήτων», Θεόφιλου Ν. Κάκκουλου

«The Elements of Probability theory and some of its application», Cramer H, New York, 1973 

www.statcan.ca: επίσηµο site στατιστικής τον Καναδά.

www.math.aegean.gr/courses/probabilities/P_KO6/index.htm: site που ο ενδιαφερόµενος µπορεί να βρει τη

βασική θεωρία και ασκήσεις τυχαίων µεταβλητών

ΟΟ∆∆ΗΗΓΓΟΟΣΣ  ΓΓΙΙΑΑ  ΠΠΕΕΡΡΑΑΙΙΤΤΕΕΡΡΩΩ  ΜΜΕΕΛΛΕΕΤΤΗΗ

««ΕΕιισσααγγωωγγήή  σσττιιςς  ππιιθθααννόόττηηττεεςς  ΘΘεεωωρρίίαα  κκααιι  εεφφααρρµµοογγέέςς»»,,  ΕΕκκδδόόσσεειιςς  IINNTTEERRBBOOOOKKSS,,  ΜΜάάρρκκοουυ  ΚΚοούύττρραα

Στο βιβλίο αυτό αναπτύσσονται θέµατα στο λογισµό πιθανοτήτων, στις τυχαίες µεταβλητές καθώς και στις

διακριτές και συνεχές κατανοµές υπάρχουν πολλές λυµένες εφαρµογές που βοηθούν τον ενδιαφερόµενο

στην ακόµα καλύτερη κατανόηση του γνωσιακού αντικειµένου.

β

α

f(x)d(x)∫
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99..  ΘΘΕΕΩΩΡΡΗΗΤΤΙΙΚΚΕΕΣΣ  ΤΤΥΥΧΧΑΑΙΙΕΕΣΣ  ΜΜΕΕΤΤΑΑΒΒΛΛΗΗΤΤΕΕΣΣ

ΠΠρροοσσδδοοκκώώµµεενναα  ααπποοττεελλέέσσµµαατταα::  ο εκπαιδευόµενος να είναι σε θέση να κρίνει ποια κατανοµή θα

χρησιµοποιήσει ανάλογα µε το πρόβληµα που πρέπει να λύσει.

ΕΕιισσααγγωωγγιικκέέςς  ππααρρααττηηρρήήσσεειιςς::  Στην πράξη προσπαθούµε να προσεγγίσουµε και να προβλέψουµε φαινόµενα

χρησιµοποιώντας συγκεκριµένες κατανοµές τυχαίων µεταβλητών διακριτών ή συνεχών ανάλογα µε την περίπτωση

που εξετάζουµε. Αυτές τις κατανοµές τις ονοµάζουµε θεωρητικές κατανοµές. Το πλεονέκτηµα στην περίπτωση

που χρησιµοποιούµε µία θεωρητική κατανοµή είναι ότι οι παράµετροι (µέση τιµή, διασπορά) είναι γνωστές.

99..11..  ∆∆ΙΙΑΑΚΚΡΡΙΙΤΤΕΕΣΣ  ΘΘΕΕΩΩΡΡΗΗΤΤΙΙΚΚΕΕΣΣ  ΤΤ..ΜΜ..

99..11..11..  ΚΚααττααννοοµµήή  BBeerrnnoouullllii

Eκτελούµε τυχαίο πείραµα και θεωρούµε p την πιθανότητα επιτυχίας και q την πιθανότητα αποτυχίας. Αντίστοιχα

η διακριτή τ.µ. X ισούται µε 1 στην επιτυχία και µε 0 στην περίπτωση αποτυχίας.

Οπότε έχουµε τον πίνακα:

x
n 0 1

αντίστοιχη 

πιθανότητα 
p q
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ΒΒαασσιικκέέςς  έέννννοοιιεεςς::  

• κατανοµή Bernoulli

• διωνυµική κατανοµή

• γεωµετρική κατανοµή

• κατανοµή Poisson

• υπεργεωµετρική κατανοµή

• κανονική κατανοµή

• εκθετική κατανοµή

• οµοιόµορφη κατανοµή

• κατανοµή Γάµα

ΣΣττόόχχοοςς  ττοουυ  µµααθθήήµµααττοοςς::  να χειρίζεται ο εκπαιδευόµενος τις βασικές θεωρητικές κατανοµές.



Παρατηρούµε ότι θα ισχύει q + p = 1

Tότε για τη συνάρτηση πιθανότητας θα είναι:

Τότε λέµε ότι η τ.µ. X ακολουθεί κατανοµή Bernoulli

Επίσης για την κατανοµή Bernoulli θα είναι:

Και

H ποσότητα p λέγεται παράµετρος της κατανοµής και αρκεί για να προσδιορίσουµε την κατανοµή και να

υπολογίσουµε τις πιθανότητες της τ.µ. X.

ΕΕφφααρρµµοογγήή  11

΄Έστω ότι η τ.µ. ακολουθεί κατανοµή Bernoulli µε παράµετρο p=0,3.

Τότε P[X=x] = 0,3x•(1-0,3)1-x , για x = 0,1

Οπότε για x=0 έχουµε:

P[X=0] = 0,30•(1-0,3)1-0 = 0,30•(1-0,3)1-0 = 0,7

Kαι για χ=1 έχουµε:

P[X=1] = 0,31•(1-0,3)1-1 = 0,31•(1-0,3)1-1 = 0,3

Η δοκιµή που εκτελούµε για να διαπιστώσουµε επιτυχία ή αποτυχία ονοµάζεται δοκιµή Bernoulli.

ΠΠααρρααδδεείίγγµµαατταα  ∆∆οοκκιιµµώώνν  BBeerrnnoouullllii::

11οο::  Ρίψη νοµίσµατος, θεωρώντας επιτυχία την ένδειξη κορόνα και αποτυχία την ένδειξη γράµµατα ή αντίστροφα.

22οο::  Συµµετοχή σε εξετάσεις µε επιτυχία και αποτυχία τα όµοια στην εξέταση.

33οο::  Απόφαση δικαστηρίου µε επιτυχία την απόφαση αθώος και αποτυχία την απόφαση ένοχος ή αντίστροφα

(για τον αντίδικο).

44οο:: Ρίψη ζαριού θεωρώντας επιτυχία την ένδειξη 2 ή 4 ή 6 (ζυγό) και αποτυχία την ένδειξη 1 ή 3 ή 5 (µονό).

55οο::  Η γέννηση παιδιού θεωρώντας επιτυχία το αγόρι και αποτυχία το κορίτσι ή αντίστροφα.

66οο:: Τεστ θετικό ή αρνητικό για εγκυµοσύνη.

σ2 = pq

µ = p

P[X=x] = pxq1-x, για x = 0, 1 και q = 1 - p

136



99..11..22..  ∆∆ιιωωννυυµµιικκήή  κκααττααννοοµµήή

Τα περισσότερα φαινόµενα µελετώνται µε τη βοήθεια αυτής της κατανοµής. Έστω ότι εξετάζουµε έναν

πληθυσµό ως προς το αν έχει ή όχι ένα χαρακτηριστικό. Επιπλέον το αν παρουσιάζεται το χαρακτηριστικό σε

κάποιο µέλος του πληθυσµού είναι ανεξάρτητο από το αν παρουσιάζεται σε οποιοδήποτε άλλο µέλος.

Εκτελούµε δηλαδή δοκιµές Bernoulli. Τότε ο πληθυσµός χωρίζεται σε δύο οµάδες. Η πρώτη είναι αυτή των

µελών που έχουν το χαρακτηριστικό και η δεύτερη αυτή που δεν το έχουν.

Ονοµάζουµε p την πιθανότητα να παρουσιάζει µία µονάδα το χαρακτηριστικό και q την πιθανότητα να µην

το παρουσιάζει. Ή αντίστοιχα επιτυχία και αποτυχία.

Στην περίπτωση που εκτελούµε περισσότερες από µία δοκιµές Bernoulli, έστω n, λέµε ότι η τ.µ. που ορίζεται

ακολουθεί διωνυµική κατανοµή και σηµειώνουµε X ~ B (n, p).

Για τη διωνυµική κατανοµή ισχύει ότι:

΄Όπου

n n! 1•2•3...•(n-1)•n
= ------------------ = ---------------------------------------------------------------------------------------(x ) x!(n – x)! [1•2•3...•(x – 1)•x]•[1•2•3...•(n – x – 1) • (n –x)]

Οι n και p ονοµάζονται παράµετροι της διωνυµικής κατανοµής.

Για τη διωνυµική κατανοµή ισχύουν επίσης οι τύποι:

µ = np και σ2 = npq

ΕΕφφααρρµµοογγήή  22

Μία κάλπη περιέχει 7 άσπρα και 4 µαύρα σφαιρίδια. Εξάγουµε 6 σφαιρίδια µε επανατοποθέτηση. Ποια η

πιθανότητα να µην εµφανιστεί άσπρο σφαιρίδιο;

ΛΛΥΥΣΣΗΗ

Χρησιµοποιούµε την διωνυµική κατανοµή γιατί σε κάθε εξαγωγή σφαιριδίου έχουµε την επιτυχία να είναι

άσπρο και την αποτυχία να είναι µαύρο. Επίσης οι δοκιµές είναι µεταξύ τους ανεξάρτητες και σε κάθε δοκιµή

οι πιθανότητες επιτυχίας και αποτυχίας παραµένουν σταθερές (αφού έχουµε επανατοποθέτηση των

σφαιριδίων).

Η πιθανότητα στη διωνυµική κατανοµή δίνεται από τον τύπο:

Και στο συγκεκριµένο πείραµα θα είναι:

n =6 δοκιµές

x = 0 (κανένα άσπρο σφαιρίδιο)

7
p = ----- = 0,7 η πιθανότητα να βγάλω άσπρο σφαιρίδιο

10 

n
P[X=x] =        pxqn-x( x )

n
P[X=x] = pxqn-x, x = 0, 1, ..., n( x )
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3
q = ----- = 0,3 η πιθανότητα να βγάλω µαύρο σφαιρίδιο

10 

άρα αντικαθιστώντας στον τύπο της διωνυµικής κατανοµής θα είναι:

n                    6
P[X=0] =        p0qn-0 =        0,700,36 = 0,0072( 0 )                   ( 0 )

ΕΕφφααρρµµοογγήή  33

Ρίχνουµε ένα αµερόληπτο νόµισµα 10 φορές. Να υπολογιστεί η πιθανότητα να εµφανιστεί η ένδειξη κορόνα

3 φορές. Στη συνέχεια να υπολογιστεί η πιθανότητα να εµφανιστεί η ένδειξη κορόνα από 3 ως 7 φορές.

ΛΛΥΥΣΣΗΗ

Η ρίψη αµερόληπτου νοµίσµατος αποτελεί δοκιµή Bernoulli. Η επανάληψή της 10 φορές θα ακολουθεί ως

φαινόµενο τη διωνυµική κατανοµή, της οποίας η πιθανότητα γενικά δίνεται από τον τύπο:

n
P[X=x] =        pxqn-x( x )
Βάσει του πειράµατος που περιγράφεται θα είναι:

n = 10 (ρίψεις νοµίσµατος)

p = 0,5 (πιθανότητα να εµφανιστεί η ένδειξη κορόνα)

q = 0,5 (πιθανότητα να εµφανιστεί η ένδειξη γράµµατα)

και x = 3 (να εµφανιστεί η ένδειξη κορόνα τρεις φορές)

οπότε θα έχουµε αντικαθιστώντας:

n                   10                         15P[X=3] =        p3qn-3 =         0,530,510-3 = ---------( 3 ) ( 3  ) 178

Για να υπολογίσουµε την πιθανότητα να εµφανιστεί κορόνα από 3 έως 7 φορές θα υπολογίσουµε την P[3<X<7]

που δίνεται από τον τύπο:

7

P[3<X<7] = Σ p
i
= [X=3] + P[X=4] + P[X=5] + P[X=6] + P[X=7]

i=3

΄Εχουµε:

n = 10 (ρίψεις νοµίσµατος)

p = 0,5 (πιθανότητα να εµφανιστεί η ένδειξη κορόνα)

q = 0,5 (πιθανότητα να εµφανιστεί η ένδειξη γράµµατα)

Για x = 4:

n                   10                         105P[X=4] =        p4qn-4 =         0,540,510-4 =  ---------( 4 ) ( 4  ) 512

Για x = 5:

n                   10                         176P[X=5] =        p5qn-5 =         0,550,510-5 =  --------( 5 ) ( 5  ) 512

138



Για x = 6:

n                   10                         105P[X=6] =        p6qn-6 =         0,560,510-6 =  --------( 6 ) ( 6  ) 512

Για x = 7:

n                   10                          15P[X=7] =        p7qn-7 =         0,570,510-7 =  ---------( 7 ) ( 7  ) 178

Άρα είναι: 

7

P[3<X<7] = Σ p
i
= [X=3] + P[X=4] + P[X=5] + P[X=6] + P[X=7] =

i=3

60 105 176 105 60 506
=------- +-------- + -------- + -------- + ------- = --------
512 512 512 512 512 512

ΕΕφφααρρµµοογγήή  44

Μία κάλπη περιέχει 10 σφαιρίδια 6 άσπρες και 4 µαύρες. Εξάγουµε πέντε σφαίρες µε επανατοποθέτηση.

Ποια η πιθανότητα:

1) να µην εµφανιστεί άσπρο σφαιρίδιο

2) να εµφανιστεί ένα άσπρο σφαιρίδιο

3) να εµφανιστούν δύο άσπρα σφαιρίδια

4) να εµφανιστούν τρία άσπρα σφαιρίδια

5) να εµφανιστούν τέσσερα άσπρα σφαιρίδια

6) να εµφανιστούν πέντε άσπρα σφαιρίδια

Να γίνει το αντίστοιχο διάγραµµα.

ΛΛΥΥΣΣΗΗ

11))

έχουµε δοκιµή Bernoulli, αφού ένα σφαιρίδιο θα είναι άσπρο ή µαύρο ανεξαρτήτως του τι είναι τα υπόλοιπα

σφαιρίδια

θεωρούµε επιτυχία να είναι άσπρο και αποτυχία να είναι µαύρο

Επειδή αναφερόµαστε συγκεκριµένα σε πέντε σφαιρίδια που θα εξάγουµε, οι δοκιµές Bernoulli είναι

προκαθορισµένες ως προς τον αριθµό,δηλαδή πέντε

Εποµένως το φαινόµενο ακολουθεί διωνυµική κατανοµή µε:

6
p = ------- (πιθανότητα επιτυχίας,δηλαδή εξαγωγή άσπρου σφαιριδίου)

10

4 6 4
q = ------ αφού q = 1 – p = 1 – ------ = ------

10 10 10

n = 5, αφού τόσα είναι συνολικά τα σφαιρίδια που εξάγονται

x = 0, αφού θέλουµε να µην υπάρχει άσπρο σφαιρίδιο
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Η συνάρτηση πιθανότητας της διωνυµικής κατανοµής είναι

Άρα αντικαθιστώντας θα έχουµε:

n                    5     60 4   5-0 5!             4   5 256P[X=0] =        p0 qn-0 =         ------ ----- = ------------------ • ------ = ------------( 0 ) ( 0 ) 10   ( 10 )         0!(5 – 0)!     ( 10 )       25000

22)) θα ισχύουν τα του 1ου ερωτήµατος αλλά µε x = 1, αφού θέλουµε ένα άσπρο σφαιρίδιο άρα:

n                    5      6   1 4   5-1 5!            6       4   4 48P[X=1] =        p1 qn-1 =          ------ ----- = ------------------ • ------ • ------ = ---------( 1 ) ( 1 ) ( 10 ) ( 10 )         1!(5 – 1)!      10   ( 10 )        625

33)) θα ισχύουν τα του 1ου ερωτήµατος αλλά µε x = 2, αφού θέλουµε δύο άσπρα σφαιρίδια άρα:

n                    5      6   2 4   5-2 5!            6   2 4   3 36P[X=2] =        p2 qn-2 =          ------ ----- = ------------------ • ------ • ------ = --------------( 2 ) ( 2 ) ( 10 ) ( 10 )         2!(5 – 2)!    ( 10 ) ( 10 )        25000

44)) θα ισχύουν τα του 1ου ερωτήµατος αλλά µε x = 3, αφού θέλουµε τρία άσπρα σφαιρίδια άρα:

n                    5       6   3 4   5-3 5!            6   3 4   2 216P[X=3] =        p3 qn-3 =          ------ ----- = ------------------ • ------ • ------ = ---------( 3 ) ( 3 ) ( 10 ) ( 10 )         3!(5 – 3)!    ( 10 ) ( 10 )        625

55)) θα ισχύουν τα του 1ου ερωτήµατος αλλά µε x = 4, αφού θέλουµε τέσσερα άσπρα σφαιρίδια άρα:

n                    5       6  4 4   5-4 5!            6   4 4   1 162P[X=4] =        p4 qn-4 =          ------ ----- = ------------------ • ------ • ------ = ---------( 4 ) ( 4 ) ( 10 ) ( 10 )         4!(5 – 4)!    ( 10 ) ( 10 )        625

66)) θα ισχύουν τα του 1ου ερωτήµατος αλλά µε x = 5, αφού θέλουµε πέντε άσπρα σφαιρίδια άρα:

n                    5       6  5 4   5-5 5!            6   5 4   1 243P[X=5] =        p5 qn-5 =          ------ ----- = ------------------ • ------ • ------ = ----------( 5 ) ( 5 ) ( 10 ) ( 10 )         5!(5 – 5)!    ( 10 ) ( 10 )        6250

99..11..33..  ΓΓεεωωµµεεττρριικκήή  κκααττααννοοµµήή

Στην περίπτωση της διωνυµικής κατανοµής το ερώτηµα ήταν «ποια η πιθανότητα x επιτυχιών σε n δοκιµές

Bernoulli». Αν όµως το ερώτηµα είναι «ποια η πιθανότητα να έχουµε επιτυχία στην δοκιµή x εκτελώντας πάλι

n δοκιµές Bernoulli», δεν δίνει λύση η διωνυµική κατανοµή, αλλά η Γεωµετρική.

Θεωρούµε:

n δοκιµές Bernoulli

p την πιθανότητα επιτυχίας

q την πιθανότητα αποτυχίας

και x η πρώτη επιτυχηµένη δοκιµή.

Σηµειώνεται ότι οι δοκιµές 1, 2, ..., x – 1 είναι αποτυχηµένες δοκιµές.

n
P[X=x] =        pxqn-x( x )
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Οπότε για τη γεωµετρική κατανοµή θα είναι:

P[X=x] = P[AA...A E] = P(A)P(A)...P(A)P(E) = qq...q • p = qx-1p

δηλαδή

P[X=x] = qx-1p

επιπλέον ισχύουν:

1µ = ---                    καιp 

qσ2 =----
p2

Η p είναι η παράµετρος της Γεωµετρικής κατανοµής.

Λέµε ότι η X ακολουθεί γεωµετρική κατανοµή και σηµειώνουµε X ~ Γ(p) 

ΕΕφφααρρµµοογγήή  55

Ποια η πιθανότητα να φέρουµε κορόνα στην τέταρτη ρίψη αµερόληπτου νοµίσµατος.

ΛΛΥΥΣΣΗΗ

Αν Κ κεφάλι και Γ γράµµατα τότε:

1 1P(K) = --- και P(Γ) = ---
2 2

1Άρα p = q = ---
2

Και x=4, αφού στην 4η δοκιµή θα πετύχουµε γράµµατα

Η τ.µ. X συµβολίζει την δοκιµή όπου εµφανίζεται η πρώτη επιτυχία και ακολουθεί γεωµετρική  κατανοµή µε

1p = --- οπότε είναι:
2

ΣΣχχόόλλιιοο::

Σύγκριση ∆ιωνυµικής και Γεωµετρικής κατανοµής:

ΕΕφφααρρµµοογγήή  66

1Υποθέτουµε ότι η πιθανότητα να γεννηθεί κορίτσι σε µία οικογένεια είναι ---- .
2

Να βρεθούν:

∆ιωνυµική κατανοµή Γεωµετρική κατανοµή 

Προκαθορισµένος αριθµός δοκιµών

Bernoulli (n) 

Επανάληψη δοκιµών Bernoulli µέχρι

την πρώτη επιτυχία 

1  4-1 1       1  3 1        1  4         1P[X=4] = p4-1
• q =  ---- • ---- =  ---- • ---- = ---- = -----( 2 ) 2 ( 2 )      2 ( 2 )       16
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1) η πιθανότητα σε πέντε παιδιά τα 3 να είναι κορίτσια

2) η πιθανότητα το τρίτο παιδί να είναι κορίτσι και τα δύο προηγούµενα αγόρια

ΛΛΥΥΣΣΗΗ

11))

έχουµε δοκιµή Bernoulli, αφού ένα παιδί θα είναι αγόρι ή κορίτσι ανεξαρτήτως του τι είναι τα υπόλοιπα παιδιά

θεωρούµε επιτυχία να είναι κορίτσι και αποτυχία να είναι αγόρι

Επειδή αναφερόµαστε συγκεκριµένα σε πέντε παιδιά, οι δοκιµές Bernoulli είναι προκαθορισµένες ως προς

τον αριθµό, δηλαδή πέντε

Εποµένως το φαινόµενο ακολουθεί διωνυµική κατανοµή µε

Η συνάρτηση πιθανότητας της διωνυµικής κατανοµής είναι

Άρα αντικαθιστώντας θα έχουµε:

22))

έχουµε δοκιµή Bernoulli, αφού ένα παιδί θα είναι αγόρι ή κορίτσι ανεξαρτήτως του τι είναι τα υπόλοιπα παιδιά

θεωρούµε επιτυχία να είναι κορίτσι και αποτυχία να είναι αγόρι

Επειδή σταµατάµε τις δοκιµές Bernoulli µόλις γεννηθεί κορίτσι, ο αριθµός των δοκιµών δεν είναι

προκαθορισµένος.

Εποµένως το φαινόµενο ακολουθεί γεωµετρική κατανοµή

Η συνάρτηση πιθανότητας της γεωµετρικής κατανοµής είναι

P[X = x] = pxq 

Άρα αντικαθιστώντας θα έχουµε:

1
p = ----- (πιθανότητα επιτυχίας,δηλαδή γέννησης κοριτσιού)

2

1 1 1
q = ----- , αφού q = 1 – p = 1 – ---- = ----

2 2 2

x = 3, αφού θέλουµε το τρίτο παιδί να γεννηθεί κορίτσι

n                    5    13 15-3                5!            15 5P[X=3] =        p3 qn-3 =        ---- ---- = ----------------- • ---- = -----( 3 ) ( 3 ) 2   2         3!(5 – 3)!     2      16 

n
P[X=x] =        pxqn-x( x )

1
p = ----- (πιθανότητα επιτυχίας,δηλαδή γέννησης κοριτσιού)

2

1 1 1
q = ----- , αφού q = 1 – p = 1 – ---- = ----

2 2 2

x = 3, αφού θέλουµε να γεννηθούν τρία κορίτσια

n = 5, αφού τόσα είναι συνολικά τα παιδιά
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99..11..44..  ΚΚααττααννοοµµήή  PPooiissssoonn

΄Εχει παρατηρηθεί ότι φαινόµενα όπως:

σα) η εµφάνιση σεισµών,

σβ) η προσέλευση πελατών σε ταµείο,

σγ) ο αριθµός ατυχηµάτων σε συγκεκριµένο σηµείο,

σδ) ο αριθµός θανάτων σε συγκεκριµένη περιοχή,

σε) ο αριθµός των τηλεφωνικών κλήσεων και

στ) ο αριθµός των τυπογραφικών σφαλµάτων

όλα σε συγκεκριµένο χρονικό διάστηµα ακολουθούν τη λεγόµενη κατανοµή Poisson.

Γενικά θα λέγαµε ότι η κατανοµή Poisson χρησιµοποιείται όταν:

έχουµε ως τ.µ. µία διακριτή τ.µ. που µετράει τη συχνότητα εµφάνισης σπάνιων ενδεχοµένων µέσα σε

συγκεκριµένο χρονικό διάστηµα

η εµφάνιση κάποιου ενδεχοµένου είναι ανεξάρτητη της εµφάνισης άλλου ενδεχοµένου µέσα στο

συγκεκριµένο χρονικό διάστηµα όπου αναφερόµαστε

η πιθανότητα να εµφανιστεί οποιοδήποτε ενδεχόµενο είναι ίση µε την πιθανότητα να εµφανιστεί οποιοδήποτε

άλλο ενδεχόµενο

τα ενδεχόµενα εµφανίζονται µεµονωµένα, δηλαδή όχι ταυτόχρονα

Τότε λέµε ότι η X ακολουθεί κατανοµή Poisson και σηµειώνουµε ότι X ~ P(λ) 

Στην περίπτωση της κατανοµής Poisson η συνάρτηση πιθανότητας είναι:

Το λ είναι η παράµετρος της κατανοµής oisson.

Επίσης είναι:

µ = λ και σ2 = λ

ΕΕφφααρρµµοογγήή  77

Σε 200 σελίδες ενός βιβλίου περιέχονται 25 τυπογραφικά λάθη. Αν υποθέτουµε ότι τα λάθη αυτά ακολουθούν

κατανοµή Bernoulli, να βρεθεί:

1) η κατανοµή πυκνότητας θεωρώντας τυχαία µεταβλητή τον αριθµό λαθών σε µια σελίδα του βιβλίου

2) η πιθανότητα σε µία σελίδα να έχουµε 2 λάθη.

ΣΣηηµµεείίωωσσηη::  η ιδιότητα µ = σ2 = λ είναι χαρακτηριστική της κατανοµής Poisson.

λxe-λ

P[X = x] = ---------- , όπου x = 0, 1, 2, ... και λ>0
x!

1  3 1 1  4 1P[X=3] = p3 
•q =  ---- • ---- =  ---- = -----( 2 ) 2 ( 2 ) 16
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ΛΛΥΥΣΣΗΗ

λx

11)) Έχουµε f(x) = P(X=x) = e-λ • ----- , x = 0, 1, 2, ... την κατανοµή Bernoulli.
x!

Η παράµετρος λ για το συγκεκριµένο παράδειγµα θα είναι

λ = 0,125

0,125x

Άρα f(x) = e-0,125 • ----------- , x = 0, 1, 2, ... 
x!

22)) Θέλουµε να βρούµε την P(x=4)

΄Εχουµε:

δηλαδή P(x=2) ≅ 0,6%

ΠΠρροοσσέέγγγγιισσηη  δδιιωωννυυµµιικκήήςς  κκααττααννοοµµήήςς  ααππόό  κκααττααννοοµµήή  PPooiissssoonn::

Πολλές φορές η διωνυµική κατανοµή προσεγγίζεται από την Poisson µε λ = np, όπου λ η παράµετρος την Pois-

son και n, p οι παράµετροι της διωνυµικής κατανοµής.

Προκειµένου να γίνει αυτή η προσέγγιση πρέπει

1) n > 50 και p < 0.1

2) όσο µικρότερη είναι η τιµή της p τόσο καλύτερη είναι η προσέγγιση

3) όσο µεγαλύτερο το n τόσο καλύτερη η προσέγγιση

ΕΕφφααρρµµοογγήή  88

Αν το ποσοστό αυτοκτονίας σε µία χώρα είναι κάθε µήνα 3 άτοµα στο 1.000.000, να βρεθεί η πιθανότητα σε

µια πόλη των 2.000.000 κατοίκων

Α) να παρατηρηθούν 2 αυτοκτονίες σε ένα µήνα

Β) να παρατηρηθούν το πολύ 2 αυτοκτονίες σε ένα µήνα

ΛΛΥΥΣΣΗΗ

Πρόκειται για θανάτους σε συγκεκριµένο µέρος για συγκεκριµένο χρονικό διάστηµα. Θεωρώντας το φαινόµενο

ακολουθεί την κατανοµή Poisson.

Η παράµετρος p θα είναι:

3p = -------
106

και

n = 2.000.000

άρα υπολογίζουµε την παράµετρο λ από τον τύπο λ = np, από όπου µε αντικατάσταση θα έχουµε!

3 3λ = ------ • 2.000.000 = ------ • 2 • 106 = 6
106 106

0,1252

P(x=2) = f(2) = e-0,125 • -----------
2!

25λ = -------
200

144



Α) θέλουµε την πιθανότητα να έχουµε 2 αυτοκτονίες σε ένα µήνα δηλαδή την πιθανότητα P[X=2]

Εποµένως από τον τύπο της συνάρτησης πιθανότητας της κατανοµής Poisson:

λxe-λ

P[X = x] = ---------
x! 

αντικαθιστώντας έχουµε:

λ2e-λ 62e-6

P[X = 2] = --------- = -------- = 18e-6

2! 2!

Β) θέλουµε την πιθανότητα να παρατηρηθούν το πολύ δύο αυτοκτονίες, άρα την P

P[X ≤ 2] = P(X = 0) + P(X = 1) + P(X = 2)

Με αντικατάσταση στον τύπο της συνάρτησης της πιθανότητας:

λxe-λ

P[X = x] = ---------
x! 

Για X = 0:

λ0e-λ 60e-6

P[X = 0] = --------- = -------- = e-6

0! 0!

Για X = 1:

λ1e-λ 61e-6

P[X = 1] = --------- = -------- = 6e-6

1! 1!

Για X = 2:

P[X = 2] = 18e-6 (από το προηγούµενο ερώτηµα)

Άρα:

P[X ≤ 2] = P(X = 0) + P(X = 1) + P(X = 2) = e-6 + 6e-6 + 18e-6 = 25e-6

99..11..55..  ΥΥππεερργγεεωωµµεεττρριικκήή  ΚΚααττααννοοµµήή  

΄Εστω ότι έχουµε µία κάλπη µε συνολικά 10 σφαιρίδια. Από αυτά τα 4 είναι άσπρα και τα 6 µαύρα έτσι, ώστε

4 + 6 = 10.

Υποθέτουµε ότι από την κάλπη αυτή βγάζουµε 3 σφαιρίδια χωρίς επανάθεση.

Η πιθανότητα από τα 3 σφαιρίδια να βγάλουµε x λευκά και 3–x µαύρα σφαιρίδια υπολογίζεται ως εξής:

4        6       ( x ) ( 3 – x )
P[X=x] = ----------------------

10      ( 3 )
Γενικά:

΄Εστω ότι έχουµε µία κάλπη µε συνολικά Ν σφαιρίδια. Από αυτά τα Ν
1

είναι άσπρα και τα Ν
2

µαύρα έτσι, ώστε

Ν
1

+ Ν
2

= Ν.

Υποθέτουµε ότι από την κάλπη αυτή βγάζουµε n σφαιρίδια χωρίς επανάθεση.
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Η πιθανότητα από τα n σφαιρίδια να βγάλουµε x λευκά και n–x µαύρα σφαιρίδια υπολογίζεται ως εξής:

Ν
1

Ν
2( x ) ( n – x)

P[X=x] = --------------------
Ν      (n )

Και λέµε ότι η τ.µ. X ακολουθεί την υπεργεωµετρική κατανοµή.

Όπως φαίνεται και από τον τύπο της συνάρτησης πιθανότητας, µας ενδιαφέρει να γνωρίζουµε:

1) το µέγεθος Ν του πληθυσµού που ερευνούµε

2) το µέγεθος n του δείγµατος

Ν
13) το ποσοστό p = ------ .

Ν

Επίσης για την υπεργεωµετρική κατανοµή έχουµε:

N – n
µ = np          και        σ2= npq ----------

N – 1 

ΕΕφφααρρµµοογγήή  99

To ∆.Σ. ενός συλλόγου αποτελείται από 7 γυναίκες και 8 άντρες. Για ένα συγκεκριµένο λόγο συγκροτείται µία

επιτροπή 4 ατόµων. Ποια η πιθανότητα η επιτροπή να αποτελείται από 2 άντρες και 2 γυναίκες;

ΛΛΥΥΣΣΗΗ

΄Εχουµε συνολικά 7 + 8 = 15 άτοµα και επιλέγουµε 4 από αυτά.

Τα άτοµα χωρίζονται σε δύο κατηγορίες: άντρες και γυναίκες (όπως είχαµε άσπρα και µαύρα σφαιρίδια

προηγουµένως)

Η διακριτή τ.µ. που εκφράζει τον αριθµό των γυναικών που θα συµπεριλαµβάνονται στην οµάδα των 4 ακολουθεί

υπεργεωµετρική κατανοµή µε συνάρτηση πιθανότητας:

Ν
1

Ν
2( x ) ( n – x)

P[X=x] = --------------------
Ν      (n )

Όπου Ν = 15, Ν
1

= 7, Ν
2

= 8 και x = 2

Εποµένως µε αντικατάσταση στον παραπάνω τύπο θα έχουµε:

7        8            7    8  ( 2 ) ( 4 – 2 ) ( 2 ) ( 2 )
P[X=x] = ---------------------- = ---------------- =

15                 15    ( 4 )                  ( 4 )
7!               8!---------------- • -----------------

2!(7 – 2)!   2!(8 – 2)!       28= -------------------------------------- = ------
15!                   65------------------

4!(15 – 4)!
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ΕΕιιδδιικκέέςς  σσυυννεεχχεείίςς  κκααττααννοοµµέέςς::

Στη συνέχεια θα αναφερθούµε στις κυριότερες κατανοµές συνεχών τυχαίων µεταβλητών οι οποίες έχουν

τεράστια εφαρµογή σε πολλούς τοµείς της καθηµερινότητάς µας.

99..22..11..  ΚΚααννοοννιικκήή  ΚΚααττααννοοµµήή

Η κανονική κατανοµή είναι η σπουδαιότερη για τη στατιστική, τη δειγµατοληψία και τις πιθανότητες

κατανοµή. Μελετήθηκε αρχικά από τον de Moivre και στη συνέχεια από τους Gauss και Laplace.

΄Εστω συνεχής τ.µ. που ακολουθεί κανονική κατανοµή. Τότε η συνάρτηση πυκνότητας της πιθανότητας

είναι:

1f(x) = ------------ e
σqq

-----
2π

όπου µ η µέση τιµή της κατανοµής. 

ΠΠααρρααττηηρρήήσσεειιςς::

1) Η καµπύλη της κανονικής κατανοµής έχει σχήµα καµπάνας:

2) Το µ καθορίζει τη θέση της καµπύλης της κανονικής

κατανοµής και παίρνει τιµές από – ∞ µέχρι + ∞.

• ∆ιατηρώντας σταθερό το σ και µεταβάλλοντας το µ θα έχουµε:

1    x–µ  2– --- --------
2  ( σ    )

ΣΣηηµµεείίωωσσηη

Σε περίπτωση που το δείγµα είναι πολύ µικρό σε σχέση µε τον πληθυσµό,

αντί της υπεργεωµετρικής, χρησιµοποιούµε τη διωνυµική κατανοµή.
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3) Το σ είναι η τυπική απόκλιση της τ.µ. X και καθορίζει το σχήµα της

καµπύλης.

• ∆ιατηρώντας σταθερό το µ και µεταβάλλοντας το σ θα έχουµε:

4) Η καµπύλη της κανονικής κατανοµής είναι συµµετρική ως προς

το µ

5) Η επικρατούσα τιµή και η διάµεσος ταυτίζονται λόγω συµµετρίας

6) Η τ.µ. X παίρνει τιµές σε όλο το R, δηλαδή µπορεί να είναι

οποιοσδήποτε πραγµατικός αριθµός.

7) Η καµπύλη της κανονικής κατανοµής δεν ακουµπά ποτέ τον

οριζόντιο άξονα, ενώ τον πλησιάζει καθώς το x παίρνει πολύ µεγάλες

ή πολύ µικρές τιµές. Στα µαθηµατικά λέµε ότι ο οριζόντιος άξονας

είναι στην περίπτωση αυτή ασύµπτωτος της καµπύλης, καθώς το x

τείνει στο + ∞ ή – ∞ αντίστοιχα.
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8) Το συνολικό εµβαδό που βρίσκεται ανάµεσα στην καµπύλη της

κανονικής κατανοµής και τον οριζόντιο άξονα των x είναι ίσο µε τη

µονάδα, καθώς ολόκληρο το εµβαδό αντιστοιχεί στην πιθανότητα

να συµβεί οποιοδήποτε ενδεχόµενο ή η τ.µ. X να πάρει οποιαδήποτε

πραγµατική τιµή, κάτι που είναι βέβαιο.

9) Αν θέλουµε να εξετάσουµε την πιθανότητα η τ.µ. να βρίσκεται

µεταξύ των τιµών α και β, θέλουµε την πιθανότητα P[α<X<β], η

οποία είναι ίση µε το εµβαδό που βρίσκεται ανάµεσα στην καµπύλη

της κανονικής κατανοµής, τον οριζόντιο άξονα και τους

κατακόρυφους άξονες που περνάνε από τα α, β.

Αλλά είναι:

P[α<Χ<β] = Ε
1

– Ε
2

= F(β) – F(α)

Πιο συγκεκριµένα η εύρεση των πιθανοτήτων της µορφής P[α<X<β]

γίνεται µε τη βοήθεια πινάκων, όπως θα δούµε παρακάτω.

10) Η καµπύλη της κατανοµής παρουσιάζει µέγιστο για:

1µέγιστο για x = ----------
σqq

-----
2π

και σηµεία καµπής για x=µ–σ και x=µ+σ

11) 

σε απόσταση σ γύρω από το µ, ή αλλιώς όταν µ – σ < x < µ + σ

περιλαµβάνει το 68,72% του συνολικού εµβαδού της κανονικής

καµπύλης

σε απόσταση 2µ γύρω από το µ περιλαµβάνεται το 95,45% του

συνολικού εµβαδού της κανονικής καµπύλης
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σε απόσταση 3µ γύρω από το µ περιλαµβάνεται το 99,73% του

συνολικού εµβαδού της κανονικής κατανοµής

Όπως φαίνεται από τα παραπάνω υπάρχουν άπειρες κανονικές κατανοµές, αφού για κάθε ζεύγος διαφορετικών

µ και σ η κατανοµή αλλάζει.

ΤΤυυπποοπποοιιηηµµέέννηη  κκααννοοννιικκήή  κκααττααννοοµµήή::

Στην περίπτωση που η συνεχής τ.µ. X ακολουθεί κατανοµή µε παραµέτρους µ=0 και σ=1 λέµε ότι ακολουθεί

τυποποιηµένη κανονική κατανοµή.

Ισχύει το εξής πολύ σηµαντικό για τη στατιστική:

XX  ––  µµ
ΑΑνν  ηη  σσυυννεεχχήήςς  ττ..µµ..  XX  έέχχεειι  µµέέσσηη  ττιιµµήή  µµ  κκααιι  δδιιαακκύύµµααννσσηη  σσ22,,  ττόόττεε  ηη  ττ..µµ..  ΖΖ  == ----------------------

σσ

αακκοολλοουυθθεείί  ττυυπποοπποοιιηηµµέέννηη  κκααννοοννιικκήή  κκααττααννοοµµήή  κκααιι  σσηηµµεειιώώννοουυµµεε  ΖΖ  ~~ ΝΝ((00,,11))

΄Η

XX  ––  µµ
ΑΑνν  ΧΧ  ~~ ΝΝ((µµ,,  σσ22))    ττόόττεε  ----------------------    ~~ ΝΝ((00,,  11))

σσ

Αυτό στην πράξη σηµαίνει ότι οποιαδήποτε κανονική κατανοµή µας δώσουν, µπορούµε να την

µετασχηµατίσουµε σε τυποποιηµένη κανονική κατανοµή.

ΠΠααρράάδδεειιγγµµαα::

∆ίνεται η τ.µ. X που ακολουθεί κανονική κατανοµή µε µ=2 και σ=3.

Τη µετασχηµατίζουµε ως εξής:

X – µ X – 2
Θεωρούµε την τ.µ. Ζ όπου Ζ = ----------- = ----------

σ 3

Τότε η Ζ θα ακολουθεί τυποποιηµένη κανονική κατανοµή, δηλαδή κανονική κατανοµή µε µ=0 και σ=1

Για τη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της τυποποιηµένης κανονικής αντικα-

1θιστούµε στον τύπο f(x) =----------- e της κανονικής όπου µ το 0 και όπου σ το 1
σqq

-----
2π

και βρίσκουµε: 

1f(z) =--------- e , µε – ∞ < Ζ < + ∞
qq
-----
2π

στην περίπτωση της κανονικής κατανοµής είχαµε: P[α<X<β] = F(α), όπου F η συνάρτηση κατανοµής της τ.µ.

Χ

στην περίπτωση της τυποποιηµένης κατανοµής χρησιµοποιείται το γράµµα Φ και γράφουµε:

P[α<Ζ<β] = Φ(β) – Φ(α)

Οι τιµές της Φ δεν υπολογίζονται, αλλά δίνονται έτοιµες σε πίνακα (στο τέλος του βιβλίου)

Z    – --- •2
2 

1    x–µ  2– --- --------
2  ( σ    )
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ΕΕφφααρρµµοογγήή  1100

Κάτι ιδιαίτερα διαδεδοµένο στην ψυχολογία τα τελευταία χρόνια είναι τα τεστ IQ, δηλαδή τεστ νοηµοσύνης.

Σε δείγµα 100 ατόµων κάναµε το ίδιο τεστ IQ και καταλήξαµε στον ακόλουθο πίνακα:

Τα αποτελέσµατα ακολουθούν κανονική κατανοµή µε µ=100 και σ2=225. 

Χρησιµοποιώντας την τυποποιηµένη κανονική κατανοµή, να βρείτε:

ΑΑ)) την πιθανότητα κάποιο άτοµο να έχει δείκτη IQ µικρότερο του 115

ΒΒ)) την πιθανότητα κάποιο άτοµο να έχει δείκτη IQ µικρότερο του 85

ΛΛΥΥΣΣΗΗ

ΑΑ)) Θεωρούµε το δείκτη IQ ως τυχαία µεταβλητή X µε Χ ~ Ν(100, 225)

Τότε

X – µ       115 – µ  P(X ≤ 115) = P  ----------- ≤ -------------- αντικαθιστούµε το µ και το σ  ( σ σ      )
X – 100       115 – 100  = P  ---------------- ≤ ------------------ κάνουµε πράξεις  ( 15 15      )
X – 100                               115 – 100  = P  ---------------- ≤ 1 θέτουµε Ζ = ------------------( 15 ) 15

= P (Ζ ≤ 1)

= 0,84

ΒΒ)) Θεωρούµε οµοίως µε το πρώτο ερώτηµα το δείκτη IQ ως τυχαία µεταβλητή X µε Χ ~ Ν(100, 225)

Τότε

X – µ       85 – µ  P(X ≤ 115) = P  ----------- ≤ ------------ αντικαθιστούµε το µ και το σ  ( σ σ     )
X – 100       85 – 100  = P  ---------------- ≤ ----------------- κάνουµε πράξεις  ( 15 15     )
X – 100                               Χ – 100  = P  ---------------- ≤ 1 θέτουµε Ζ = ---------------( 15 ) 15

= P (Ζ ≤ – 1)

IQ Aριθµός ατόµων 

IQ < 70

70 ≤ IQ < 85

85 ≤ IQ < 100

100 ≤ IQ < 115

115 ≤ IQ < 130

130 ≤ IQ

σύνολο 

5

10

38

30

13

1

100 
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ΕΕφφεερρµµοογγήή  1111

Αν η τ.µ. Χ ακολουθεί κανονική κατανοµή µε µ=10 και σ=30 (Χ ~ Ν(10,900)), να βρεθεί η πιθανότητα P[15 ≤ Χ ≤ 20]

ΛΛΥΥΣΣΗΗ

Χ – µ Χ – 10Θεωρούµε την τ.µ. Ζ µε Ζ = ---------- = ------------- (µε αντικατάσταση µ=10 και σ=30)
σ 30

η οποία ακολουθεί τυποποιηµένη κανονική κατανοµή (Ζ ~ Ν(0, 1)

Οπότε η ζητούµενη πιθανότητα γράφεται:

15 – 10       Χ – 10      20 – 10P(15 ≤ Χ ≤ 20] = P -------------- ≤ ------------ ≤ --------------- =  [ 30 30            30      ]
15 – 10             20 – 10= P -------------- ≤ Ζ ≤ --------------- =  [ 30 30      ]

= P [0,333 ≤ Ζ ≤ 0,666] =

= Φ (0,666) – Φ (0,333)

κοιτάµε στον πίνακα τις τιµές Φ(0,666) και Φ(0,333) και µε αντικατάσταση βρίσκουµε:

P[5 < Χ < 20] = 0,745 – 0,63 = 0,115 περίπου

Αντίστοιχα το γράφηµα θα είναι:

Όπου το γραµµοσκιασµένο εµβαδό είναι η ζητούµενη πιθανότητα

ΕΕφφααρρµµοογγήή  1122

Αν η τ.µ. Χ ακολουθεί κανονική κατανοµή µε µ=100 και σ=30 (Χ ~ Ν(10,900)), να βρεθεί η πιθανότητα P[150

≤ Χ ≤ 200]

ΛΛΥΥΣΣΗΗ

Χ – µ Χ – 100Θεωρούµε την τ.µ. Ζ µε Ζ = ---------- =---------------- (µε αντικατάσταση µ=10 και σ=30)
σ 30

η οποία ακολουθεί τυποποιηµένη κανονική κατανοµή (Ζ ~ Ν(0, 1))

Οπότε η ζητούµενη πιθανότητα γράφεται:

150 – 100       Χ – 100      200 – 100P(150 < Χ < 200] = P ------------------- ≤ --------------- ≤ -------------------- =  [ 30 30                  30      ]
150 – 100             200 – 100= P ------------------- ≤ Ζ ≤ --------------------- =  [ 30 30      ]

= P [1,666 ≤ Ζ ≤ 3,333] = Φ (3,333) – Φ (1,666)

152



κοιτάµε στον πίνακα τις τιµές Φ(1,666) και Φ(3,333) και µε αντικατάσταση βρίσκουµε:

P[150 < Χ < 200] = 0,99 – 0,856 = 0,034 περίπου

ΠΠααρρααττήήρρηησσηη::

Από το γράφηµα της τυποποιηµένης κανονικής  κατανοµής

παρατηρούµε ότι

Φ(– z) = 1 – Φ (z)

Κάτι χρήσιµο, καθώς στους πίνακες συνήθως µας δίνονται οι τιµές

της Φ για θετικά z

ΕΕφφααρρµµοογγήή  1133

Αν η τ.µ. Χ ακολουθεί κανονική κατανοµή µε µ = 6 και σ = 2 (Χ ~ Ν(6, 4)), να βρεθεί η πιθανότητα P [4 < X <

10]

ΛΛΥΥΣΣΗΗ

Χ – µ Χ – 6Θεωρούµε την τ.µ. Ζ µε Ζ = ---------- = ----------- (µε αντικατάσταση µ=6 και σ=2)
σ 2

η οποία ακολουθεί τυποποιηµένη κανονική κατανοµή (Ζ ~ Ν(0, 1))

Οπότε η ζητούµενη πιθανότητα γράφεται:

4 – 6       Χ – 6     10 – 6P[4 < Χ < 10] = P ---------- < ---------- < ------------- =  [ 2 2             2     ]
4 – 6             10 – 6= P ---------- < Ζ < ------------- =  [ 2 2     ]

= P[– 1 < Z < 2] = 

= Φ(2) – Φ(– 1) = 

= Φ(2) – [1 – Φ(1)] = 

= Φ(2) – 1 + Φ(1)

κοιτάµε στον πίνακα τις τιµές Φ(1) και Φ(2) και µε αντικατάσταση βρίσκουµε:

P[4 < X < 10] = 0,9772 – 0,8413 = 0,1359

ΠΠααρρααττήήρρηησσηη::

Σε περιπτώσεις που θέλουµε να βρούµε πιθανότητα της µορφής P[Χ

> x] έχουµε από το γράφηµα ότι η ζητούµενη πιθανότητα είναι ίση µε

όλο το εµβσαδό µείων την P[Χ ≤ x]

∆ηλαδή:

P[Χ > x] = 1 – P[Χ ≤ x]

ΕΕφφααρρµµοογγήή  1144

Αν η τ.µ. Χ ακολουθεί κανονική κατανοµή µε µ = 100 και σ = 30 (Χ ~ Ν(10, 30)), να βρεθεί η πιθανότητα P[Χ >

110]
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ΛΛΥΥΣΣΗΗ

Χ – µ Χ – 100Θεωρούµε την τ.µ. Ζ µε Ζ = ---------- =---------------- (µε αντικατάσταση µ=10 και σ=30)
σ 30

η οποία ακολουθεί τυποποιηµένη κανονική κατανοµή (Ζ ~ Ν(0, 1))

Οπότε η ζητούµενη πιθανότητα γράφεται:

Χ – 100      110 – 100P[Χ > 110] = P --------------- > ------------------- =  [ 30 30       ]
110 – 100= P Ζ > ------------------- =  [ 30       ]

= P[ Z > 0,333] = 1 – Φ(3,333)

κοιτάµε στον πίνακα την τιµή Φ(0,333) και µε αντικατάσταση βρίσκουµε:

P[Χ > 110] = 1 – 63 = 0,27 περίπου

ΠΠρροοσσέέγγγγιισσηη  δδιιωωννυυµµιικκήήςς  κκααττααννοοµµήήςς  ααππόό  ττυυπποοπποοιιηηµµέέννηη  κκααννοοννιικκήή::

Αν µία τ.µ. ακολουθεί κατανοµή Bernoulli µε παραµέτρους v, p και το v είναι αρκετά µεγάλο (στην πράξη

µεγαλύτερο του 30), ισχύει:

1                          1β + --- – vp          α + --- – vp
2                         2P(α ≤ Χ ≤ β) = Φ --------------------- – Φ   ---------------------( qq

--------------    )       ( qq
--------------     )vp (1 – p)              vp ( 1– p)

ΕΕφφααρρµµοογγήή  1155

΄Εστω ότι µας ενδιαφέρει το ποσοστό p υποψηφίου στις εκλογές. Θεωρούµε την τυχαία µεταβλητή Χ που

παίρνει την τιµή 1 αν ο ψηφοφόρος ψηφίσει τον υποψήφιο και 0 αν δεν τον ψηφίσει.

Αν το δείγµα µας (δηλαδή το πλήθος των ερωτώµενων ψηφοφόρων) είναι µεγαλύτερο του 30, µπορούµε

να προσεγγίσουµε την κατανοµή Bernoulli (που ακολουθεί το δείγµα µας) από την τυποποιηµένη κανονική

κατανοµή βάσει του προηγούµενου τύπου.

99..22..22..  ΕΕκκθθεεττιικκήή  κκααττααννοοµµήή::

Η συνεχής τ.µ. Χ ακολουθεί εκθετική κατανοµή όταν η συνάρτηση πυκνότητας της πιθανότητας δίνεται από

την σχέση:

θeθχ, αν x > 0
f(x) = { 0     , αν χ ≤ 0  

στην περίπτωση αυτή το θ είναι η παράµετρος της κατανοµής. Επίσης για την εκθετική κατανοµή ισχύουν:

1µ = ----
θ

και

1σ2 = -----
θ2
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99..22..33..  ΟΟµµοοιιόόµµοορρφφηη  κκααττααννοοµµήή::

Η συνεχής τ.µ. Χ λέµε ότι ακολουθεί την οµοιόµορφη κατανοµή αν η συνάρτηση πυκνότητας της πιθανότητας

δίνεται από την σχέση:

1---------- ,  αν α ≤ x ≤ β
f(x) =   β – α { 0    , αν χ < α ή x > β  

Επίσης για την οµοιόµορφη κατανοµή ισχύουν:

α + βµ = ----------
2

και

(β – α)2

σ2 = -------------
12 

99..22..44..  ΚΚααττααννοοµµήή  ΓΓάάµµµµαα::

Μία συνεχής τ.µ. θα λέµε ότι ακολουθεί κατανοµή Γάµµα όταν η συνάρτηση πυκνότητας της πιθανότητας

δίνεται από την σχέση:

1------------ xv-1e
-x/β , αν χ > 0

f(x) =   βαΓ(ν) { 0                    , αν χ ≤ 0  

όπου α, β > 0 και Γ(ν) η συνάρτηση Γάµµα που δίνεται από συγκεκριµένη µαθηµατική σχέση την οποία δεν θα

χρησιµοποιήσουµε.

Επίσης για την κατανοµή Γάµµα ισχύουν:

µ = αβ
και

σ2 = αβ2

ΕΕΞΞΑΑΣΣΚΚΗΗΣΣΗΗ

1. Τα τυχαία σφάλµατα µιας µέτρησης ακολουθούν κανονική κατανοµή µε µέση τιµή 2 και διασπορά 4.

α) Να βρεθεί η πιθανότητα να έχουµε λιγότερα από 3 λάθη.

β) Να βρεθεί η πιθανότητα να έχουµε περισσότερα από 1 λάθη.

2. Ο αριθµός Χ των ατόµων που έρχονται σε ένα κατάστηµα στο διάστηµα 8-9 π.µ. ακολουθεί την κατανοµή

Poisson µε παράµετρο λ = 2.

ΣΣηηµµεείίωωσσηη

Υπάρχουν και άλλες πολύ σηµαντικές κατανοµές συνεχών µεταβλητών µε

τις οποίες θα ασχοληθούµε σε επόµενο κεφάλαιο, στα διαστήµατα

εµπιστοσύνης:
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α) Να βρεθεί η πιθανότητα στο κατάστηµα να µπουν 3 πελάτες στο διάστηµα 8-9 π.µ.

β) Να βρεθεί η πιθανότητα στο κατάστηµα να µπουν το πολύ 3 πελάτες στο διάστηµα 8-9 π.µ.

γ) Να βρεθεί η πιθανότητα στο κατάστηµα να µπουν τουλάχιστον 2 πελάτες.

3. Έστω ότι ο αριθµός των εκπεµποµένων σωµατιδίων α από ραδιενεργό πηγή σε χρόνο t ωρών, ακολουθεί

την κατανοµή Poisson µε µέση τιµή. Να βρεθεί η πιθανότητα:

α) Να βρεθεί η συνάρτηση πιθανότητας όταν µας ενδιαφέρει ο αριθµός σωµατιδίων που εκπέµπονται σε

διάστηµα 4 ωρών.

β) Να βρεθεί η πιθανότητα σε διάστηµα 4 ωρών να γίνει εκποµπή 3 σωµατιδίων.

γ) Να βρεθεί η πιθανότητα σε διάστηµα 4 ωρών να γίνει εκποµπή το πολύ 3 σωµατιδίων.

4. Παίκτης basket εκτελεί ελεύθερες βολές. Έχει ποσοστό επιτυχίας p = 0,7. Να βρεθεί η πιθανότητα να

ευστοχήσει σε 8 από τις 10 βολές.

5. Αν το ποσοστό επιτυχίας στόχου είναι p = 0,6, να βρεθεί η πιθανότητα να πετύχουµε το στόχο στη 2η

προσπάθεια.

6. Αν ένα δείγµα είναι από την κανονική κατανοµή µε µέσο µ = 12 και διασπορά 

σ2 = 25, να βρεθούν οι πιθανότητες:

α) p(x ≤ 12)

β) p(x > 11)

7. Αν ένα δείγµα είναι από την κανονική κατανοµή µε µέσο µ = 4 και διασπορά 

σ2 = 4, να βρεθούν οι πιθανότητες:

α) p(2 ≤ X ≤ 3)

β) p(4 ≤ X ≤ 6)

γ) p(X > 5)

8. ∆είγµα από την διωνυµική κατανοµή µεγέθους n µας δίνει πληροφορία για την ύπαρξη ή όχι ενός

συγκεκριµένου ενζύµου στον ανθρώπινο οργανισµό.

α) Τι µέγεθος πρέπει να έχει το δείγµα µας, ώστε να γίνει προσέγγιση από την τυποποιηµένη, κανονική

κατανοµή;

β) Αν όντως γίνει η προσέγγιση από την τυποποιηµένη κανονική κατανοµή του δείγµατος µε n = 40 και 

p = 0,7 από τη διωνυµική κατανοµή, να βρεθεί η πιθανότητα p(3 ≤ X ≤ 7)
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Οι κατανοµές διακρίνονται σε ασυνεχείς και συνεχείς. Τα πλεονεκτήµατα των θεωρητικών κατανοµών

είναι τα εξής: 

Το πληθος των παρατηρήσεων αντικαθίσταται µόνο από λίγες παραµέτρους και έτσι γίνεται ευκολότερη

η σύγκρικη των διαφόρων παρατηρήσεων. Οι θεωρητικές κατανοµές έχουν γνωστές ιδιότητες.

• ΑΑσσυυννεεχχεείίςς  κκααττααννοοµµέέςς

• ΣΣυυννεεχχεείίςς  κκααττααννοοµµέέςς

ΒΒιιββλλιιοογγρρααφφίίαα  //  IInntteerrnneett

«Probability and Statistics», Αanon, 1997

«Introduction to Probability theory and its Application», Eller W.

«Modern Probability theory and its Application», Parzen E.

«Statistics», Graham Alan, teach yourself

«Ασκήσεις Θεωρίας Ππιθανοτήτων», Κακούλας Θ.

«Μαθήµατα Θεωρίας Πιθανοτήτων και Στατιστικής», Κούνια Σ.

«Πιθανότητες και Στατιστική», Spiegel, McGraw-Hill, ΕΣΠΙ «Στατιστική», Πέτρος Α. Κιόχος, INTERBOOKS

ee.wikipedia.org/wiki (βικιπαιδεία): στο site αυτό ο ενδιαφερόµενος µπορεί να βρει διάφορες πληροφορίες

για τις κατανοµές Bernoulli, ∆ιωνυµική, Γεωµετρική κ.ά.

ΟΟδδηηγγόόςς  γγιιαα  ππεερρεεττααίίρρωω  µµεελλέέττηη

««ΠΠιιθθααννόόττηηττεεςς  κκααιι  ΣΣττααττιισσττιικκήή»»,,  SSppiieeggeell,,  MMccGGrraaww--HHiillll

Στο βιβλίο αυτό ο ενδιαφερόµενος µπορεί να βρεί σε πλήρη ανάπτυξη θέµατα που αφορούν τόσο τις τυχαίες

όσο και τις θεωρητικές µεταβλητές, υπάρχουν πολλά λυµένα παραδείγµατα και εφαρµογές που καλύπτουν

όλο το φάσµα της θεµατολογίας των πιθανοτήτων και των κατανοµών.

««ΘΘεεωωρρίίαα  ΠΠιιθθααννοοττήήττωωνν»»,,  ΚΚοούύττρρααςς  ΜΜάάρρκκοοςς,,  22000044

Στο βιβλίο οενδιαφερόµενος θα βρει θέµατα που αφορούν την έννοια της πιθανότητας, των πεπερασµένων

δειγµατικών χώρων, της δεσµευµένης πιθανότητας κατανοµών, διακριτών και τυχαίων µεταβλητών, συνεχών

κατανοµών καθώς και εφαρµογές για υπολόγια.

157

∆ιωνυµική

Bernoulli

Poisson

Γεωµετρική

Υπεργεωµετρική

Κανονική ε

Τυποποιηµένες

Εκθετική

Οµοιοµορφη κατανοµή

ΣΣύύννοοψψηη



158



1100..  ∆∆ΕΕΙΙΓΓΜΜΑΑΤΤΟΟΛΛΗΗΨΨΙΙΑΑ  &&  ∆∆ΙΙΑΑΣΣΤΤΗΗΜΜΑΑΤΤΑΑ  ΕΕΜΜΠΠΙΙΣΣΤΤΟΟΣΣΥΥΝΝΗΗΣΣ

ΠΠρροοσσδδοοκκώώµµεενναα  ααπποοττεελλέέσσµµαατταα::  Ο εκπαιδευόµενος να είναι σε θέση να προσδιορίσει το µέγεθος του

δείγµατος που θα επιλέξει, ανάλογα µε το µέγεθος του πληθυσµού, την αξιοπιστία που θέλει να πετύχει,

αλλά λαµβάνοντας υπ’ όψην και άλλους παράγοντες, όπως κόστος.

ΕΕιισσααγγωωγγιικκέέςς  ππααρρααττηηρρήήσσεειιςς::  Η δειγµατοληψία και τα διαστήµατα εµπιστοσύνης αφορούν το πρακτικό µέρος

µίας στατιστικής έρευνας. Το πώς και γιατί θα επιλεγεί το κατάλληλο δείγµα καθορίζει το αν το αποτέλεσµα

που θα προκύψει θα είναι σωστό, αξιόπιστο. Στην περίπτωση αυτή το δείγµα θα είναι αντιπροσωπευτικό του

πληθυσµού. Αξίζει να σηµειωθέι ότι έχουν καταγραφεί στατιστικές έρευνες πάνω σε σηµαντικά ζητήµατα, οι

οποίες στη συνέχεια αποδείχθηκαν αναξιόπιστες και ακυρώθηκαν, λόγω λανθασµένης εφαρµογής

δειγµατοληπτικής µεθόδου.

1100..11..  ∆∆ΕΕΙΙΓΓΜΜΑΑΤΤΟΟΛΛΗΗΨΨΙΙΑΑ

Προκειµένου να βγουν ορισµένα συµπεράσµατα σε τοµείς όπως η Βιοµηχανία, η Γεωργία, η Ιατρική, η Εκπαί-

δευση, η Ψυχολογία, η Κοινωνιολογία, γίνεται συλλογή δεδοµένων βάσει των οποίων προκύπτουν κάποια συ-

µπεράσµατα.

Υπάρχουν δύο βασικές µέθοδοι συλλογής δεδοµένων:

1) απογραφή

2) δειγµατοληπτική έρευνα

Κατά την απογραφή καταγράφονται οι παρατηρήσεις από το σύνολο του πληθυσµού, ενώ κατά τη δειγµα-

τοληπτική έρευνα επιλέγεται ένα µµέέρροοςς  ττοουυ  ππλληηθθυυσσµµοούύ  ((δδεείίγγµµαα)) και βάσει αυτού βγαίνουν συµπεράσµατα για

ολόκληρο τον πληθυσµό.
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ΒΒαασσιικκέέςς  έέννννοοιιεεςς::  

• δειγµατοληψία

• πληθυσµός, δείγµα

• απλή τυχαία δειγµατοληψία

• δειγµατοληψία µε επανατοποθέτηση

• δειγµατοληπτικές κατανοµές

• διαστήµατα εµπιστοσύνης

ΣΣττόόχχοοςς  ττοουυ  µµααθθήήµµααττοοςς::  να γίνει µία παρουσίαση του πως επιλέγεται δείγµα από τον πληθυσµό που µας

ενδιαφέρει και πώς αυτό σχετίζεται µε την αξιοπίστία της έρευνας που διενεργείται.



Από τη φύση των µεθόδων προκύπτει ότι η απογραφή έχει τα εξής µειονεκτήµατα:

••  ΜΜεεγγάάλλοο  ΚΚόόσσττοοςς

Για να πραγµατοποιηθεί µία απογραφή, χρειάζεται ειδική προεργασία, καθώς και µεγάλος αριθµός εκπαι-

δευµένων απογραφέων, ατόµων δηλαδή που θα συλλέξουν τα δεδοµένα. Για την προετοιµασία αυτή, αλ-

λά και για την ίδια τη διαδικασία της απογραφής, απαιτούνται πολλά έξοδα. Για το λόγο αυτό, η απογραφή

του πληθυσµού της χώρας, για παράδειγµα, γίνεται κάθε δέκα χρόνια, ενώ η απογραφή βιοµηχανιών και

βιοτεχνιών κάθε πέντε χρόνια, αφού είναι πιο οικονοµική.

••  ΕΕξξεειιδδιικκεευυµµέένναα  ΆΆττοοµµαα

Προκειµένου να γίνει µία απογραφή, χρειάζονται εξειδικευµένα άτοµα, οι απογραφείς όπως ειπώθηκε, ώ-

στε να αποφεύγονται προσωπικά σφάλµατα. Η εκπαίδευση τέτοιων ατόµων δεν είναι πάντα δυνατή λόγω

της έκτασης των απογραφών. Σαν συνέπεια, η χρήση µη εξειδικευµένων ατόµων στην απογραφή έχει ως

αποτέλεσµα τη συγκέντρωση πληροφοριών που δεν δίνουν ορθή εικόνα του πληθυσµού.

••  ΕΕππιικκααιιρρόόττηητταα  ααπποοττεελλεεσσµµάάττωωνν

Ακόµη ένα µειονέκτηµα των απογραφών είναι ότι λόγω του µεγάλου όγκου των δεδοµένων, η επεξεργα-

σία καθυστερεί, άρα και η δηµοσίευση των αποτελεσµάτων της απογραφής. Έτσι, πολλές φορές όταν δη-

µοσιευτούν τα αποτελέσµατα δεν ανταποκρίνονται στην τρέχουσα εικόνα του πληθυσµού.

••  ΚΚαατταασσττρροοφφήή  εεξξεεττααζζόόµµεεννωωνν  ααννττιικκεειιµµέέννωωνν

Αν για παράδειγµα θέλουµε να εξετάσουµε τους ελαττωµατικούς λαµπτήρες, θα πρέπει να καταστραφούν

όλοι οι λαµπτήρες για να εξεταστούν µε απογραφή, κάτι προφανώς ασύµφορο.

Προκειµένου να αποφευχθούν οι συνέπειες από τα µειονεκτήµατα των απογραφών, εφαρµόζεται η µέθο-

δος της δειγµατοληψίας, πραγµατοποιούνται δηλαδή, δειγµατοληπτικές έρευνες.

Καθηµερινά πλέον σε εφηµερίδες, τηλεόραση και ραδιόφωνο ανακοινώνονται τα αποτελέσµατα ερευ-

νών δειγµατοληπτικών, δηµοσκοπήσεων όπως είναι γνωστές. Μάλιστα, είναι τέτοια η συχνή αναφορά σε

δηµοσκοπήσεις, που η διενέργειά τους φαίνεται απλή υπόθεση. Παρ' όλα αυτά, ιστορικά λάθη έχουν δεί-

ξει ότι η διεξαγωγή µίας δειγµατοληπτικής έρευνας απαιτεί συγκεκριµένες γνώσεις, οι οποίες αφορούν

τη Στατιστική και συγκεκριµένα τον κλάδο της που ονοµάζεται ∆ειγµατοληψία. Η ∆ειγµατοληψία ασχολεί-

ται ως επιστηµονικός κλάδος µε τις αρχές και τις µεθόδους συλλογής και ανάλυσης δεδοµένων από συ-

γκεκριµένους πληθυσµούς.

ΠΠλληηθθυυσσµµόόςς  κκααιι  δδεείίγγµµαα::

Το πρώτο βήµα της δειγµατοληπτικής έρευνας είναι, να καταγράψουµε ακριβώς τον πληθυσµό για τον οποίο

θέλουµε να βγάλουµε συµπεράσµατα. Ο όρος πληθυσµός αναφέρεται στην οµάδα αντικειµένων, ατόµων ή

παρατηρήσεων που µας ενδιαφέρει. Στη συνέχεια, δίνονται όροι οι οποίοι θα χρησιµοποιηθούν στη συνέχεια

και διευκολύνουν τη συνεννόησή µας:
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••  ΣΣττοοιιχχεείίοο  ((eelleemmeenntt))

Αν µετράµε το ύψος των µαθητών, ως στοιχείο θα θεωρήσουµε τον µαθητή. Αν θέλουµε να βρούµε

πόσα παιδιά έχουν οι οικογένειες των εργαζοµένων σε µία συγκεκριµένη εταιρία, σαν στοιχείο θα πά-

ρουµε µία οικογένεια εργαζοµένου στη συγκεκριµένη εταιρία. ∆ηλαδή, στοιχείο είναι η µονάδα ενός

συνόλου όπου γίνεται µέτρηση ή παρατήρηση στα πλαίσια της δειγµατοληπτικής έρευνας.

••  ΠΠλληηθθυυσσµµόόςς  ((ppooppuullaattiioonn))

Είναι το σύνολο των στοιχείων για το οποίο µας ενδιαφέρει να βγάλουµε κάποια συµπεράσµατα.

••  ∆∆εειιγγµµααττοολληηππττιικκέέςς  µµοοννάάδδεεςς

Είναι οµάδες απλών στοιχείων, όπως οι διάφορες τάξεις σχολείων, οι οικογένειες των εργαζοµένων

σε ένα εργοστάσιο, τα νοικοκυριά µίας επαρχιακής πόλης.

Σχόλιο: οι δειγµατοληπτικές µονάδες µπορεί να µην συµπίπτουν µε τα στοιχεία. Για παράδειγµα, η δειγµα-

τοληπτική µονάδα µπορεί να είναι µία οικογένεια και στοιχείο να είναι η µητέρα ή ο πατέρας ή κάποιο άλ-

λο µέλος της οικογένειας (συνήθως µε περιορισµούς όπως άνω των 18, εργαζόµενος ή όχι και άλλα).

••  ∆∆εειιγγµµααττοολληηππττιικκόό  ππλλααίίσσιιοο  ((ffrraammee))

Συνήθως είναι µία λίστα που περιέχει όλα τα στοιχεία του πληθυσµού που ερευνούµε. Μπορεί δηλαδή να

είναι ένας τηλεφωνικός κατάλογος ή µία λίστα από εγγεγραµµένους (µέλη) ενός συλλόγου. 

Το δειγµατοληπτικό πλαίσιο πρέπει να περιέχει πληροφορίες σωστές, έγκυρες, να µην έχει διπλές εγ-

γραφές και να είναι πλήρες, δηλαδή να µην λείπουν πληροφορίες.

••  ∆∆εείίγγµµαα

Είναι µία συλλογή δειγµατοληπτικών µονάδων από το πλαίσιο. Για παράδειγµα παίρνουµε τον τηλεφωνικό

κατάλογο και κάθε 10ο όνοµα επιλέγεται να ερωτηθεί σχετικά µε το ποιο ραδιοφωνικό σταθµό ακούει. ∆εν

θα ρωτήσουµε ολόκληρο τον πληθυσµό, αλλά επιλέγουµε τον 10ο, 20ο, 30ο,… από τον τηλεφωνικό κατάλο-

γο. Αυτοί αποτελούν το δείγµα. 

Το δείγµα θα χρησιµοποιηθεί για την εξαγωγή συµπερασµάτων για ολόκληρο τον πληθυσµό. Όπως εί-

ναι γνωστό, προκειµένου να προβλέψουµε ένα φαινόµενο, πρέπει να γνωρίζουµε την κατανοµή που ακο-

λουθεί. Για παράδειγµα, ένα δείγµα που ακολουθεί την διωνυµική κατανοµή ονοµάζεται κανονικό δείγµα,

ένα δείγµα που ακολουθεί την διωνυµική κατανοµή ονοµάζεται διωνυµικό και ούτω καθ' εξής. Ανάλογα

µε την περίπτωση που αντιµετωπίζουµε, θα λέγαµε ότι είναι σχετικά εύκολο να βρούµε την κατανοµή. Για

παράδειγµα, αν έχουµε πρόβλεψη φύλου παιδιού που γεννιέται, θα καταφύγουµε σε διωνυµική ή γεωµε-

τρική κατανοµή, ανάλογα και µε το ζητούµενο. Ποιες θα είναι όµως οι παράµετροι της κατανοµής που θα

επιλέξουµε;

Οι παράµετροι είναι καθοριστικές για τη µορφή που θα έχει η κατανοµή που επιλέξαµε. Αρκεί να υπενθυ-

µίσουµε την περίπτωση της καµπύλης της κανονικής κατανοµής και το πώς άλλαζε σε σχέση µε το µ (µέσο) ή

το σ2 (διασπορά).

Το θέµα είναι ότι οι παράµετροι δεν είναι γνωστές εκ των προτέρων. Για να µπορέσουµε να µελετήσουµε

το φαινόµενο που µας απασχολεί, εφόσον οι παράµετροι δεν µας είναι γνωστές, θα τις «εκτιµήσουµε». ∆η-

λαδή, θα προσπαθήσουµε να βρούµε περίπου ποιες είναι. Αυτό γίνεται µε συγκεκριµένους τρόπους, ώστε τα

161



αποτελέσµατα που θα έχουµε να είναι έγκυρα. Με την εκτίµηση των παραµέτρων ασχολείται ο κλάδος της

Στατιστικής που ονοµάζεται «Εκτιµητική».

Η εκτίµηση παραµέτρων του πληθυσµού από τις πληροφορίες (απαντήσεις σε ερωτηµατολόγια κλπ) που

παίρνουµε από το δείγµα είναι ο στόχος της δειγµατοληπτικής έρευνας. Πιο συγκεκριµένα µας ενδιαφέρουν

οι ακόλουθες παράµετροι:

1) Πληθυσµιακό ολικό

για παράδειγµα, το συνολικό εισόδηµα των κατοίκων ενός χωριού, ο συνολικός αριθµός πελατών σε ένα

κατάστηµα µέσα σε ένα συγκεκριµένο χρονικό διάστηµα, η συνολική ποσότητα λιπάσµατος που χρησιµο-

ποιείται σε καλλιέργειες µίας έκτασης.

2) Πληθυσµιακός µέσος

για παράδειγµα, το µέσο ύψος των µαθητών ενός σχολείου, η µέση ηµερήσια κατανάλωση βενζίνης µίας

χώρας, ο µέσος αριθµός επισκεπτών ενός µουσείου κατά την τουριστική περίοδο.

3) Πληθυσµιακό ποσοστό

για παράδειγµα, το ποσοστό των µαθητών που καπνίζουν, το ποσοστό των ανέργων µεταξύ 18 και 24 ε-

τών, το ποσοστό των γυναικών που είναι εργαζόµενες µητέρες, το ποσοστό των πολιτών που είναι υπέρ ε-

νός κυβερνητικού µέτρου.

4) Λόγος

ο λόγος σηµαίνει να συγκρίνουµε δύο χαρακτηριστικά και να πούµε για παράδειγµα ότι οι µαθητές είναι δεκα-

πλάσιοι των καθηγητών, δηλαδή ο λόγος των καθηγητών προς τους µαθητές είναι 1 προς 10 ή .

ΣΣττάάδδιιαα  έέρρεευυννααςς::

Τα στάδια µίας έρευνας είναι καθοριστικά και πρέπει να γίνονται µε µεγάλη προσοχή, ώστε να αποφύγουµε

συµπεράσµατα τα οποία δεν ισχύουν, συγκεκριµένα για να πραγµατοποιηθεί µία δειγµατοληπτική έρευνα έ-

χουµε τα ακόλουθα στάδια:

ΣΣττάάδδιιοο  11οο::  ΣΣκκοοππόόςς  έέρρεευυννααςς

Προσδιορίζουµε ποιο ακριβώς είναι το πρόβληµα. Η έρευνα γίνεται για να δώσει λύση σε κάποιο θέµα που έχει

τεθεί και χρειαζόµαστε να γνωρίζουµε επιπλέον στοιχεία γι' αυτό.

ΣΣττάάδδιιοο  22οο::  ΕΕππιιλλοογγήή  ττεεχχννιικκήήςς

Αποφασίζουµε την κατάλληλη τεχνική ανάλογα µε το πρόβληµα και τον πληθυσµό µας.

ΣΣττάάδδιιοο  33οο::  ΕΕκκλλοογγήή  κκααιι  κκααθθοορριισσµµόόςς  δδεείίγγµµααττοοςς

Σε ορισµένες περιπτώσεις ο πληθυσµός ταυτίζεται µε το δείγµα. Για παράδειγµα, θέλουµε να δούµε το πο-

σοστό των καπνιστών µεταξύ 18 και 24 και κάνουµε έρευνα σε φοιτητές. Προφανώς, στην περίπτωση αυτή,

έχουµε αποκλείσει τους νέους που δεν είναι φοιτητές. Σε άλλες περιπτώσεις θεωρούµε ότι έχουµε πληθυ-

σµό οικογενειών και ρωτάµε ένα µέλος της οικογένειας. Πρέπει λοιπόν να καθορίσουµε ξεκάθαρα ποιος εί-

ναι ο πληθυσµός στον οποίο θα αναφερθούµε. Για να γίνει αυτό έχουµε κάποια κριτήρια:

1) Γεωγραφικά

Μία έρευνα µπορεί να αναφέρεται σε µία συγκεκριµένη περιοχή, σε ένα νοµό, ένα χωριό (κοινότητα), µία

πόλη ή σε ολόκληρη την επικράτεια. Όταν για παράδειγµα µας ενδιαφέρει η γνώµη των κατοίκων µίας πε-

ριοχής για την δηµιουργία αθλητικού κέντρου ή εµπορικού κέντρου στην περιοχή, είµαστε υποχρεωµένοι

να καθορίσουµε αυστηρά τα όρια της περιοχής αυτής.

1__
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2) Ηλικία

Ανάλογα µε την έρευνα συνήθως απευθυνόµαστε σε άτοµα συγκεκριµένης ηλικίας. Για παράδειγµα, αν

µας ενδιαφέρει ο ελεύθερος χρόνος των µαθητών του Γυµνασίου, περιοριζόµαστε σε ηλικίες 12-15 ετών.

Αν µας ενδιαφέρει η πρόθεση ψήφου, θα έχουµε ως κάτω όριο ηλικίας τα 18 έτη.

3) Άλλα στοιχεία, όπως: 

• Φύλο

• Οικογενειακή κατάσταση

• Εκπαίδευση

• Εθνικότητα

• Υπηκοότητα

4) Νοικοκυριό

Νοικοκυριό είναι:

• ∆ύο ή περισσότερα άτοµα, τα οποία δεν χρειάζεται να είναι συγγενείς, αλλά που κατοικούν στο ίδιο σπί-

τι, αγοράζουν από κοινού τα απαραίτητα (για παράδειγµα δεν πηγαίνει ο καθένας µόνος του να αγορά-

σει το φαγητό του).

• Ένα άτοµο που κατοικεί µόνο του ή µε άλλα άτοµα, αλλά δεν αγοράζει από κοινού µε τα άλλα άτοµα τα

απαραίτητα (δηλαδή αγοράζει µόνο του το φαγητό του για παράδειγµα).

5) ∆ιάφορα άλλα χαρακτηριστικά

Υπάρχουν χαρακτηριστικά που λαµβάνουµε υπόψη µας ανάλογα µε τη συγκεκριµένη έρευνα που κάνου-

µε.

Για παράδειγµα, αν θέλουµε να εξετάσουµε το χαρτζιλίκι των µαθητών της Γ΄ τάξης της Λυκείου, θα πρέ-

πει να περιοριστούµε βέβαια σε µαθητές της Γ΄ Λυκείου, αλλά και να λάβουµε υπόψη µας χαρακτηριστικά

όπως η περιοχή όπου βρίσκεται το σχολείο, αν είναι ιδιωτικό ή όχι, αν είναι αθλητικό, µουσικό, γενικό Λύ-

κειο κλπ.

Το επόµενο βήµα για να µελετήσουµε ένα φαινόµενο µε τον τρόπο που περιγράψαµε παραπάνω είναι να

επιλέξουµε το δείγµα. Η επιλογή του δείγµατος µπορεί να γίνει µε πολλούς τρόπους. Για παράδειγµα, αλφα-

βητικά από τον τηλεφωνικό κατάλογο, από πόρτα σε πόρτα, από το internet.

Πιο συγκεκριµένα, πριν διενεργηθεί µία δειγµατοληπτική έρευνα, η οµάδα εργασίας, όπως λέγεται η οµά-

δα των επιστηµόνων που θα ασχοληθεί µε το θέµα, πρέπει να αποφασίσει σχετικά µε το πλαίσιο της δειγµα-

τοληψίας.

Το πλαίσιο της δειγµατοληψίας είναι ένας κατάλογος που περιέχει όλες τις µονάδες του πληθυσµού. Προ-

φανώς ο κατάλογος αυτός πρέπει να µην περιέχει διπλές εγγραφές, να είναι ενηµερωµένος και έγκυρος.

Στη συνέχεια, η οµάδα εργασίας φτιάχνει το ερωτηµατολόγιο, ένα έντυπο το οποίο αποτελεί την πηγή των

πληροφοριών ουσιαστικά, καθώς σε αυτό θα απαντήσουν οι ερωτώµενοι. Το ερωτηµατολόγιο πρέπει να εί-

ναι σύντοµο, απλό, σαφές, χωρίς αρνητικές ερωτήσεις, χωρίς ερωτήσεις που κατευθύνουν τον ερωτώµενο

και µε ερωτήµατα σε λογική σειρά. Η συγγραφή ενός ερωτηµατολογίου απαιτεί πολλές γνώσεις και µεγάλη

προσοχή από την οµάδα εργασίας.

Προκειµένου να γίνει η έρευνα απαιτείται πλήθος ατόµων εκτός της οµάδας εργασίας που θα αναλάβουν
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να δώσουν το ερωτηµατολόγιο και να συλλέξουν έτσι το δείγµα. Τα άτοµα αυτά πρέπει να εκπαιδευτούν κα-

τάλληλα, ώστε να γνωρίζουν το σκοπό της έρευνας και βάσει αυτού να εργαστούν.

Τέλος, πριν την έρευνα γίνεται µία τελική δοκιµαστική έρευνα, στόχος της οποίας είναι να δοκιµαστεί το

ερωτηµατολόγιο πριν δοθεί στα πλαίσια της κύριας έρευνας.

Το δείγµα επιλέγεται έτσι, ώστε να έχει τα ίδια περίπου χαρακτηριστικά µε τον πληθυσµό. Εννοείται ότι προ-

σπαθούµε να έχουν τα ίδια χαρακτηριστικά, αλλά αυτό δεν γίνεται, αφού δεν ρωτάµε τα ίδια άτοµα για παρά-

δειγµα. Αυτό το «περίπου» καθορίζεται από τους ερευνητές. ∆ηλαδή µε πόσο καλή προσέγγιση (πλησίασµα)

των πραγµατικών χαρακτηριστικών είµαστε ικανοποιηµένοι. Το πόσους από τον πληθυσµό θα ρωτήσουµε,

δηλαδή ποιο θα είναι το µέγεθος του δείγµατός µας και το πώς θα επιλέξουµε αυτούς τους συγκεκριµένους

(επιλογή δείγµατος) είναι επιλογές µεγάλης σηµασίας για µία δειγµατοληπτική έρευνα. Υπάρχουν περιπτώσεις

που το δείγµα είναι µεγάλο, αλλά έχει επιλεγεί µε τέτοιο τρόπο, ώστε δεν είναι αντιπροσωπευτικό.

Αν για παράδειγµα ενδιαφερόµαστε για το ποσοστό καπνιστών σε ηλικίες 18-24, είναι προτιµότερο να ε-

πιλέξουµε ως δείγµα 2000 νέους µε υψηλό εισόδηµα ή 1000 νέους, οι οποίοι θα προέρχονται από όλες τις

κοινωνικές τάξεις; Προφανώς, στη δεύτερη περίπτωση αν και το δείγµα είναι µικρότερο, θα έχουµε καλύτε-

ρη εικόνα για τον πληθυσµό, καθώς αντιπροσωπεύει όλες τις κοινωνικές τάξεις. Είναι όπως λέµε «αντιπρο-

σωπευτικό του πληθυσµού». Οπότε, αν και γενικά τα µεγάλα δείγµατα είναι πιο αξιόπιστα, δεν αρκεί µόνο αυ-

τό, πρέπει να έχουν επιλεγεί και µε τον καλύτερο δυνατό τρόπο.

Γενικά, θα λέγαµε ότι ένα πολύ µεγάλο δείγµα είναι ασύµφορο, ενώ ένα πολύ µικρό µπορεί να οδηγήσει σε

µεροληπτικές (δηλαδή όχι αντικειµενικά σωστές) εκτιµήσεις.

Η δειγµατοληψία γίνεται µε διαφορετικούς τρόπους ως προς την επιλογή του δείγµατος. Στο ερώτηµα λοι-

πόν «πως θα επιλέξω αυτούς που θα ρωτήσω», η απάντηση δίνεται ανάλογα µε:

• Το µέγεθος του πληθυσµού

• Την ακρίβεια που θέλουµε να έχουµε

• Το χρόνο που έχουµε στη διάθεσή µας

• Τα χρήµατα που έχουµε στη διάθεσή µας

• Τους καταλόγους που έχουµε στη διάθεσή µας

• Τη φύση του πληθυσµού, δηλαδή το αν µπορεί ο πληθυσµός να διαιρεθεί σε οµάδες οι οποίες είναι οµοιο-

γενείς, δηλαδή περιέχουν περίπου το ίδιο ποσοστό από όλες τις οµάδες µονάδων του πληθυσµού.

Επειδή δεν έχουµε ολόκληρο τον πληθυσµό, είναι αναµενόµενο να κάνουµε κάποιο σφάλµα στην εκτίµη-

ση των παραµέτρων που µας ενδιαφέρουν. Όσο πιο µικρό είναι το σφάλµα, τόσο καλύτερα για την έρευνά µας.

Σε κάθε δειγµατοληπτική έρευνα έχουµε λοιπόν, το «περιθώριο σφάλµατος». Το περιθώριο σφάλµατος είναι

ακριβώς αυτό που λέει η λέξη, πόσο λάθος µπορούµε να κάνουµε, πόσο µπορεί να απέχει η πραγµατική τιµή

της παραµέτρου από αυτή που βρήκαµε από το δείγµα.

Επίσης, πρέπει στην αρχή της έρευνας να ορίσουµε την αξιοπιστία ή εµπιστοσύνη µε την οποία θα γίνει η

εκτίµηση. Η αξιοπιστία δείχνει το βαθµό στον οποίο τα αποτελέσµατα που βρήκαµε είναι τα σωστά.

Συµβολικά:

d: σφάλµα

θ: παράµετρος του πληθυσµού που θέλουµε να εκτιµήσουµε

θ̂: εκτιµήτρια της θ, δηλαδή αποτέλεσµα που βρίσκουµε από το δείγµα

1-α: αξιοπιστία

α: επίπεδο σηµαντικότητας
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τότε το περιθώριο σφάλµατος d ορίζεται από τη σχέση:

όπου

σηµαίνει ότι ή 

δηλαδή, ότι το θ βρίσκεται µεταξύ των τιµών και που είναι η τιµή που συµπεράναµε από το δείγ-

µα συν πλην το σφάλµα µε πιθανότητα (1-α)100%.

Συνήθως, σαν επίπεδο σηµαντικότητας επιλέγεται το 0,01 ή το 0,05. ∆ηλαδή, είµαστε κατά 99% ή κατά 95%

σίγουροι ότι η πραγµατική τιµή της παραµέτρου βρίσκεται µεταξύ των και .

Όπως φαίνεται, το κυριότερο µειονέκτηµα µίας δειγµατοληπτικής έρευνας σε σχέση µε την απογραφή εί-

ναι αυτά τα σφάλµατα. Όµως, µε κατάλληλες µεθόδους είµαστε σε θέση να επιλέξουµε το δείγµα έτσι, ώστε

να ελέγχουµε τα σφάλµατα αυτά και να τα προβλέπουµε.

ΣΣττάάδδιιοο  44οο::  ΣΣυυλλλλοογγήή  δδεεδδοοµµέέννωωνν

Η συλλογή των δεδοµένων από το δείγµα γίνεται µε διάφορους τρόπους, οι οποίοι αναφέρονται στη συνέχεια:

ΑΑ)) ΠΠααρρααττήήρρηησσηη  ((ααυυττόόµµαατταα))

Χρησιµοποιείται σε περιπτώσεις που δεν έχουµε ερωτηµατολόγιο, αλλά µας ενδιαφέρουν κάποιες µετρή-

σεις. Εφαρµογή βρίσκει σε επιστήµες όπως η Ανθρωπολογία, για την µελέτη µίας φυλής στην Αφρική µε

διαφορετικό τρόπο ζωής από τον δικό µας. Επίσης, παρατήρηση γίνεται στους δρόµους για τυχόν παρα-

βάσεις του κοκ, για την πρόληψη ατυχηµάτων ή για κυκλοφοριακές ρυθµίσεις προκειµένου να βελτιωθεί

η κυκλοφορία.

ΒΒ)) ΠΠρροοσσωωππιικκήή  σσυυννέέννττεευυξξηη

Η συνέντευξη αποτελεί έναν πολύ καλό τρόπο συλλογής στατιστικών στοιχείων σε επιστήµες, όπως η ∆ι-

δακτική των Μαθηµατικών. Στην περίπτωση της συνέντευξης η συµπλήρωση του ερωτηµατολογίου γίνε-

ται από ειδικά εκπαιδευµένα άτοµα, που λέγονται ερευνητές ή ερευνήτριες.

ΓΓ)) ΤΤααχχυυδδρροοµµιικκήή  ααπποοσσττοολλήή  ττοουυ  εερρωωττηηµµααττοολλοογγίίοουυ

Πρόκειται για µία µέθοδο, η οποία ουσιαστικά δε χρησιµοποιείται σήµερα, καθώς πολύ λίγοι ερωτώµενοι

µπαίνουν στη διαδικασία να αποστείλουν το συµπληρωµένο ερωτηµατολόγιο.

∆∆)) ΤΤηηλλεεφφωωννιικκάά

Η τηλεφωνική συνέντευξη πλεονεκτεί ως προς το κόστος και το χρόνο, όµως υπάρχει ο κίνδυνος να µη

ληφθούν υπόψη άτοµα τα οποία δεν έχουν τηλέφωνα ή απουσιάζουν τη στιγµή που καλούνται. Επιπλέον,

είναι πιθανό να µην καταλάβει ο ερωτώµενος τις ερωτήσεις που του θέτουµε από το τηλέφωνο.

1100..22..  ΜΜΕΕΘΘΟΟ∆∆ΟΟΙΙ  ∆∆ΙΙΕΕΝΝΕΕΡΡΓΓΕΕΙΙΑΑΣΣ  ∆∆ΕΕΙΙΓΓΜΜΑΑΤΤΟΟΛΛΗΗΨΨΙΙΑΑΣΣ

1100..22..11..  ΑΑππλλήή  ττυυχχααίίαα  δδεειιγγµµααττοολληηψψίίαα

Το τυχαία αναφέρεται στο ότι κάθε µονάδα του πληθυσµού έχει την ίδια πιθανότητα να επιλεγεί στο δείγµα

µε όλες τις υπόλοιπες µονάδες. Στην περίπτωση αυτή, το δείγµα µας λέγεται ττυυχχααίίοο  δδεείίγγµµαα.

Στην απλή τυχαία δειγµατοληψία, όλες οι µονάδες επιλέγονται χωρίς επανάθεση. Αν για παράδειγµα εν-

διαφερόµαστε για την πρόθεση ψήφου, κάθε ψηφοφόρο που ρωτάµε δεν τον ξαναρωτάµε.
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Προκειµένου να πραγµατοποιηθεί απλή τυχαία δειγµατοληψία, πρέπει να χρησιµοποιήσουµε τη µέθοδο της

κλήρωσης. Στην πράξη όµως χρησιµοποιούµε πίνακες τυχαίων αριθµών οι οποίοι είναι ως εξής:
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ΕΕφφααρρµµοογγήή  11

Για να γίνει η επιλογή έχουµε:

ΒΒήήµµαα  11οο::

Αποφασίζουµε το µέγεθος του δείγµατος. Έστω ότι θα πάρουµε δείγµα 15 ατόµων από πληθυσµό που έχει

90 άτοµα.

ΒΒήήµµαα  22οο::

Παίρνουµε τον κατάλογο των τυχαίων αριθµών και επιλέγουµε το δείγµα αρχίζοντας από οποιοδήποτε αριθ-

µό και συνεχίζοντας πάντα µε τον ίδιο τρόπο, είτε οριζόντια είτε κατακόρυφα.

Θα ξεκινήσουµε από το 3 στην πρώτη γραµµή θα κινηθούµε οριζόντια.

ΒΒήήµµαα  33οο::

Καταγράφουµε τους αριθµούς που είναι µικρότεροι ή ίσοι µε το πλήθος του πληθυσµού, δηλαδή στο παρά-

δειγµά µας µικρότεροι ή ίσοι του 90.

ΣΣηηµµεείίωωσσηη:: αν βρούµε δεύτερη φορά τον ίδιο αριθµό, δεν τον σηµειώνουµε. Οπότε, ξεκινώντας από το 3 και

κινούµενοι οριζόντια, καταγράφουµε τους αριθµούς:

3, 47, 43, 73, 86, 36, 61, 46, 63, 71, 62, 33, 26, 16, 80

ΕΕφφααρρµµοογγήή 22

Έστω ότι θέλουµε δείγµα 15 ατόµων από πληθυσµό 400 ατόµων. Ακολουθούµε την ίδια διαδικασία, αλλά δια-

βάζουµε τριψήφιους αριθµούς.

Οπότε, ξεκινώντας από το 369 στην πρώτη γραµµή και στην έκτη στήλη και κινούµενοι κατακόρυφα θα κατα-

γράψουµε τους αριθµούς:

369, 059, 026, 068, 138, 166, 392, 323,

036, 001, 228, 139, 030, 091, 168.

1100..22..22..  ∆∆εειιγγµµααττοολληηψψίίαα  µµεε  ΕΕππααννααττοοπποοθθέέττηησσηη

Εκτός από τη µέθοδο της τυχαίας επιλογής δείγµατος χρησιµοποιώντας πίνακες τυχαίων αριθµών, η επιλογή

µπορεί να γίνει και µε επανατοποθέτηση.

Επανατοποθέτηση σηµαίνει ότι η µονάδα του πληθυσµού που επιλέγουµε ξανατοποθετείται στον πληθυ-

σµό µε ενδεχόµενη την επανεκλογή της.

ΣΣχχόόλλιιαα::

∆εν καταγράψαµε τους αριθµούς 96, 98, γιατί είναι µεγαλύτεροι από το πλή-

θος των ατόµων του πληθυσµού (90).

Επίσης, δεν καταγράψαµε δεύτερη φορά τους αριθµούς 47 και 86.
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1100..22..33..  ∆∆εειιγγµµααττοολληηππττιικκέέςς  κκααττααννοοµµέέςς

Στο σηµείο αυτό, θα ασχοληθούµε µε µία από τις κυριότερες παραµέτρους του πληθυσµού, τη µέση τιµή.

Συµβολίζουµε µε:

n: το µέγεθος του δείγµατος

Ν: το µέγεθος του πληθυσµού

• ∆ειγµατικός Μέσος

Κατανοµή της δειγµατικής µέσης τιµής ονοµάζεται η κατανοµή πιθανότητας της στατιστικής συνάρτησης 

του δείγµατός µας. Για την ισχύουν: 

(1)

όπου µ η µέση τιµή του πληθυσµού

(2)

όπου σ2 η διασπορά του πληθυσµού µε επανατοποθέτηση και

, χωρίς επανατοποθέτηση.

ΕΕφφααρρµµοογγήή  33

Ένας πληθυσµός περιλαµβάνει τους αριθµούς 3,4,6,8,9. Θεωρούµε όλα τα δυνατά δείγµατα µεγέθους 2 που

µπορούµε να πάρουµε µε επανατοποθέτηση. Να υπολογιστεί η µέση τιµή του πληθυσµού.

ΛΛΥΥΣΣΗΗ

ΕΕΞΞΑΑΣΣΚΚΗΗΣΣΗΗ

1. Να βρεθεί η τυπική απόκλιση του πληθυσµού για το παραπάνω παράδειγµα.

2. Να βρεθεί η µέση τιµή της δειγµατοληπτικής κατανοµής της δειγµατικής µέσης τιµής του παραπάνω πα-

ραδείγµατος.

3. Να βρεθεί η τυπική απόκλιση της δειγµατικής µέσης τιµής για το ίδιο παράδειγµα.

4. Να λυθούν τα προβλήµατα (1), (2) και (3) σε σχέση µε το παράδειγµα, αν υποθέσουµε ότι η δειγµατολη-

ψία δεν πραγµατοποιείται µε επανατοποθέτηση.

5. Το βάρος 6.000 µαθητών της Α΄ Λυκείου, έχει µέση τιµή 70 κιλά και τυπική απόκλιση 3,5 κιλά. Εάν ληφθεί
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δείγµα 22 µαθητών, να υπολογιστεί :

(α) η αναµενόµενη τιµή της δειγµατικής µέσης τιµής,

(β) η τυπική απόκλιση της δειγµατικής µέσης τιµής,

αν η δειγµατοληψία πραγµατοποιείται µε επανατοποθέτηση.

6. Να λυθεί η άσκηση (5), αν η δειγµατοληψία πραγµατοποιείται χωρίς επανατοποθέτηση.

7. Τα βάρη 2.500 πακέτων τσιγάρων ακολουθούν την κανονική κατανοµή µε µέση τιµή 21gr και τυπική από-

κλιση 0,06gr. 

Να βρεθούν:

(α) η µέση τιµή και 

(β) η τυπική απόκλιση των µέσω τιµών

200 δειγµάτων µε 32 πακέτα το καθένα, δεδοµένου ότι πρόκειται για δειγµατοληψία µε επανατοποθέτη-

ση.

8. Να λυθεί η άσκηση (7) για δειγµατοληψία χωρίς επανατοποθέτηση.

9. Οι βαλίτσες των επιβατών εταιρίας αερογραµµών έχουν βάρη µε µέση τιµή 18 κιλά και τυπική απόκλιση

4 κιλά. Εάν επιλεγούν 12 βαλίτσες, ποια η πιθανότητα να ζυγίζουν περισσότερο από 200 κιλά (αν προσθέ-

σουµε τα βάρη τους).

1100..33..  ∆∆ΙΙΑΑΣΣΤΤΗΗΜΜΑΑΤΤΑΑ  ΕΕΜΜΠΠΙΙΣΣΤΤΟΟΣΣΥΥΝΝΗΗΣΣ

Στην πράξη, όταν ένας πληθυσµός έχει µέγεθος µεγαλύτερο του 30, θεωρούµε ότι ακολουθεί την κανονική

κατανοµή. Στη συνέχεια θα αναφερθούµε σε κανονικούς πληθυσµούς.

Προσπαθώντας να εκτιµήσουµε παραµέτρους του πληθυσµού, είτε:

(α) δίνουµε συγκεκριµένες τιµές σ' αυτές, βάσει της δειγµατοληπτικής έρευνας που έχουµε κάνει και έχουµε

σσηηµµεειιαακκήή  εεκκττίίµµηησσηη, είτε:

(β) δίνουµε ένα διάστηµα µέσα στο οποίο πιστεύουµε (βάσει της δειγµατοληψίας µας) ότι βρίσκεται η τιµή της

παραµέτρου που µας ενδιαφέρει και έχουµε εκτίµηση διαστήµατος της παραµέτρου.

Πιο συγκεκριµένα, θα ασχοληθούµε µε διαστήµατα εµπιστοσύνης (δ.ε.) για το µέσο µ και τη διασπορά σ2.

ΑΑ.. ∆ιάστηµα εµπιστοσύνης για το µέσο µ, όταν η διασπορά σ2 είναι γνωστή.

Η τυχαία µεταβλητή ακολουθεί την τυποποιηµένη κατανοµή Ν(0,1).

Άρα, και το δ.ε. για το µ, θα είναι το:
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δηλαδή, το µ θα βρίσκεται µεταξύ των τιµών , µε πιθανότητα (1 – α) • 100%.

Το πλάτος του διαστήµατος εµπιστοσύνης για

το µ, ισούται µε .

Και αν θέλουµε µικρότερο δ.ε., δηλαδή µεγαλύτερη ακρίβεια, έχουµε:

ως προϋπόθεση από όπου θα βρούµε το κατάλληλο µέγεθος του δείγµατος για να έχουµε τη ζητούµενη ακρίβεια.

ΕΕφφααρρµµοογγήή  44
Ένα διεγερτικό φάρµακο ελέγχεται βάσει της επίδρασής του στην πίεση του αίµατος. Οι πιέσεις 20 ατόµων

µετρώνται πριν και µετά τη λήψη του φαρµάκου, οπότε λαµβάνονται οι διαφορές που φαίνονται στον ακόλου-

θο πίνακα:

Αν η διαφο-

ρά πιέσεων έχει

βρεθεί από προηγούµενες µελέτες ότι ακολουθεί την κανονική κατανοµή µε διασπορά σ2=25, να βρεθεί δ.ε.

95% της µέσης διαφοράς µ, της πίεσης του αίµατος.

ΛΛΥΥΣΣΗΗ

Έστω η µέση τιµή του δείγµατος, την οποία και υπολογίζουµε:

Επίσης, η ακολουθεί την κανονική κατανοµή Ν (n=20, µέγεθος δείγµατος). 

Τότε η τυχαία µεταβλητή ακολουθεί την τυποποιηµένη κανονική κατανοµή.

Αφού θέλουµε δ.ε. 95%, θα είναι:

Εποµένως το ζητούµενο δ.ε. είναι το :

ή

ή [–1,59, 2,79]

∆ηλαδή, το µ (του πληθυσµού) βρίσκεται µεταξύ των τιµών -1,59 και 2,79 µε πιθανότητα 95%.

0 -4 7 6 0 8 -9 1 -9 1

-1 -6 2 7 0 6 -5 6 -2 4
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ΣΣηηµµεείίωωσσηη::

Το κάτω άκρο του διαστήµατος εµπιστοσύνης συµβολίζεται µε L και το άνω άκρο µε U. Οπότε, για το παρά-

δειγµα παραπάνω, θα λέγαµε ότι:

L = -1,59 και U = 2,79

ΒΒ.. ∆ιάστηµα εµπιστοσύνης για το µέσο µ όταν η διασπορά σ2 είναι άγνωστη.

Στις περισσότερες περιπτώσεις, η διακύµανση του πληθυσµού δεν είναι γνωστή, όπως υποθέσαµε στο 1, ο-

πότε δεν µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την τυχαία µεταβλητή , γιατί περιέχει την άγνωστη πα-

ράµετρο σ.

Για να βρούµε ένα δ.ε. για το µ, εκτιµούµε την σ2. Σαν εκτιµήτρια συνάρτηση της σ2 χρησιµοποιούµε τη

δειγµατική διακύµανση S2, µε:

και χρησιµοποιούµε την τυχαία µεταβλητή 

που ακολουθεί την κατανοµή Student µε ν=n-1 βαθµούς ελευθερίας.

Άρα: 

και το δ.ε. για το µ θα είναι:

ΣΣηηµµεείίωωσσηη::

Αν το δείγµα είναι µεγάλο, τότε αντί της κατανοµής Student, χρησιµοποιούµε την τυποποιηµένη κανονι-

κή και το δ.ε. για το µέσο µ µε σ2 άγνωστο, γίνεται :
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ΕΕφφααρρµµοογγήή  55

Κάτι ιδιαίτερα διαδεδοµένο τις τελευταίες δεκαετίες, είναι το test IQ, δηλαδή τεστ νοηµοσύνης. Σε δείγµα 20

ατόµων κάναµε το ίδιο test IQ και οι µετρήσεις φαίνονται στον ακόλουθο πίνακα:

Υποθέτουµε ότι πρόκειται για κανονικό πληθυσµό. Να βρεθεί δ.ε. 95% για το µέσο µ.

ΛΛΥΥΣΣΗΗ

Υπολογίζουµε το :

Υπολογίζουµε το S:

Άρα το ζητούµενο δ.ε. για το µ, είναι:

ή

ή

ή

ή

ΣΣηηµµεείίωωσσηη::  χρησιµοποιήθηκε η Student κατανοµή, αφού n=20<50.

73 85 100 82 95

97 120 119 131 112

128 95 77 88 120

89 110 107 84 128
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ΕΕΞΞΑΑΣΣΚΚΗΗΣΣΗΗ

1. Η µέση τιµή και η τυπική απόκλιση των µέγιστων φορτίων που άντεξαν συρµατόσχοινα συγκεκριµένου τύ-

που, είναι σε τόνους 12 και 0,4 αντίστοιχα. Να βρεθεί δ.ε. 95% για το µέσο µ αντοχής των συρµατόσχοι-

νων αυτών.

2. Να βρεθεί δ.ε. 99% για το παραπάνω πρόβληµα.

3. Επιθυµούµε να εκτιµήσουµε το µέσο βάρος των παραγόµενων γκρέιπφρουτ σε βιολογική καλλιέργεια. Ποιο

πρέπει να είναι το απαιτούµενο µέγεθος του τυχαίου δείγµατος που θα επιλέξουµε, ώστε µε πιθανότητα

95% το σφάλµα από τη δειγµατοληψία να είναι µικρότερο του 0,5 κιλού, δεδοµένου ότι η διακύµανση εί-

ναι σ2=2,96;

4. Να κατασκευαστεί δ.ε. για το µέσο µ κανονικού πληθυσµού αν n=250, µ=0,72642 και σ2=0,0064.

5. Να κατασκευαστεί δ.ε. για το µέσο µ κανονικού πληθυσµού, αν n=250, µ=0,72642 και S2=0,0064.

6. H τυπική απόκλιση της ζωής ενός δείγµατος λυχνιών είναι 49 ώρες. Πόσο µεγάλο πρέπει να είναι το δείγ-

µα, ώστε να είµαστε 95% σίγουροι ότι το σφάλµα δεν υπερβαίνει τις 9 ώρες;

7. Να λυθεί το πρόβληµα (6), ώστε να είµαστε:

(α) 99% σίγουροι,

(β) 99,73% σίγουροι.

8. Αν δείγµα µεγέθους 20 από κανονικό πληθυσµό ακολουθεί την Ν(100, 225), να βρεθεί δ.ε. 95% για το

µέσο µ του πληθυσµού.

9. Αν δείγµα µεγέθους 20 από κανονικό πληθυσµό έχει µέση τιµή 100 και S2=225, να βρεθεί δ.ε. 95% για

το µέσο µ του πληθυσµού.

10. Αν δείγµα µεγέθους 80 από κανονικό πληθυσµό έχει µέση τιµή 100 και S2=225, να βρεθεί δ.ε. 95% για

το µέσο µ του πληθυσµού.

173



Για τη συλλογή στατιστικών στοιχείων που αναφέρονται σε ορισµένες χαρακτηριστικές ιδιότητες ενός

πληθυσµού εφαρµόζουµε διάφορες στατιστικές µεθόδους, οι σπουδαιότερες από τις οποίες είναι η

απογραφή, η δειγµατοληψία. Σε περίπτωση που εφαρµόζουµε τη µέθοδο της δειγµατοληψίας που

ουσιαστικά στηρίζεται στην προσπάθεια να γνωρίσουµε τις ιδιότητες ενός πληθυσµού εξετάζοντας

µόνο ένα µικρό αριθµό στατιστικών µονάδων που το ονοµάζουµε δείγµα. 

Προκύπτει όµως το ερώτηµα ποια είναι η αξία της τυχαίας δειγµατοληψίας που βασίζεται σ' ένα τυχαίο

δείγµα;

Η απάντηση είναι η εξής: ένα τυχαίο δείγµα είναι πιθανό να µας δώσει µία τελείως ανακριβή εικόνα

του πληθυσµού που πήραµε για να µελετήσουµε τα περισότερα όµως τυχαία δείγµατα που παίρνουµε

από τον ίδιο πληθυσµό µπορεί να µας δώσουν µια εικόνα των χαρακτηριστικών ιδιοτήτων του πληθυσµού

µε ικανοποιητική ακρίβεια. Η µεθοδολογία µε την οποία εξάγουµε συµπεράσµατα για τις παραµέτρους

ενός πληθυσµού µε βάση τις περιορισµένες πληροφορίες ενός τυχαίου δείγµατος ορίζει την επιστήµη

της επαγωγικής στατιστικής. Ένας από ους τρόπους εκτίµησης των παραµέτρων του πληθυσµού

αποτελούν τα διαστήµατα εµπιστοσύνης. Το διάστηµα εµπιστοσύνης σχετίζεται άµεσα µε την επιλογή

του δείγµατος και µας δίνει πληροφορίες για το µέγεθος του δείγµατος αναλογικά και µε την αξιοπιστία

που επιδιώκεται. 

ΒΒιιββλλιιοογγρρααφφίίαα  //  IInntteerrnneett
«Μεθοδολογία δειγµατοληψίας: Τεχνικές και εφαρµογές», Χαράλαµπος Χ. ∆αµιανού

«Πιθανότητες και Στατιστική», Spiegel, Mc-Graw-Hill, ΕΣΠΙ

«Μεθοδολογία Εκπαιδευτικής Έρευνας», Κ. και Ε. Παπαναστασίου, Λευκωσία

«Στατιστική», Πέτρος Α. Κίοχος, INTERBOOKS

«The Elements of Probability theory and some of its application», Cramer H, New York, 1973 

www.stats.gr: site µε πληροφορίες για δραστηριότητες µιας στατιστικής εταιρίας σε σχέση µε επιστηµονική έρευνα,

εκπαίδευση και ανάλυση δεδοµένων.
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1111..  ΓΓΡΡΑΑΜΜΜΜΙΙΚΚΗΗ  ΠΠΑΑΛΛΙΙΝΝ∆∆ΡΡΟΟΜΜΗΗΣΣΗΗ

ΠΠρροοσσδδοοκκώώµµεενναα  ααπποοττεελλέέσσµµαατταα::  Ο εκπαιδευόµενος να αναληφθεί την έννοια της προσέγγισης, όπως

παρουσιάζεται στη γραµµική παλινδρόµηση και να την εκφράζει σε απλά προβλήµατα.

ΕΕιισσααγγωωγγιικκέέςς  ππααρρααττηηρρήήσσεειιςς::  Οι µέθοδοι που παρατίθενται στο συγκεκριµένο κεφάλαιο αφορούν πρακτικές οι

οποίες εφαρµόζονται καθηµερινά σε πλήθος επιστηµονικών πεδίων. Η συµβολή τους στην έρευνα είναι τέτοια

που επιβάλλει την εκµαση τους από οποιονδήποτε που ασχολείται µε τη Στατιστική. Βάσει διαγραµµάτων που

περιγράφουν συγκεκριµένα φαινόµενα έχουµε την δυνατότητα χρησιµοποιόντας την παλινδρόµηση να

γενικεύσουµε και να προβλέψουµε αποτελέσµατα σε σχέση µε πρακτικά ζητήµατα.

Στα προβλήµατα Στατιστικής που είδαµε έως τώρα, εξετάζουµε κάθε φορά ένα δείγµα ως προς µία µό-

νο µεταβλητή, π.χ. το βάρος των µαθητών, η επίδοση ενός µαθητή στα µαθήµατα, οι βεβαιωθέντες θά-

νατοι από ναρκωτικά µία συγκεκριµένη χρονική περίοδο κ.α. Ιδιαίτερα ενδιαφέρουσα όµως είναι η µε-

λέτη δύο ή περισσότερων µεταβλητών ταυτόχρονα, ώστε να µπορούµε να προσδιορίσουµε την αλλη-

λοσυσχέτιση των µεταβλητών αυτών.

Για παράδειγµα:

(α) Τα κρούσµατα άσθµατος σε µία περιοχή και η ατµοσφαιρική ρύπανση της περιοχής αυτής. Όσο µε-

γαλύτερη είναι η ατµοσφαιρική ρύπανση (X) µίας περιοχής, τόσο περισσότερα είναι τα κρούσµατα

άσθµατος (Y) στην περιοχή αυτή.

Στην περίπτωση αυτή λέµε ότι µεταξύ αυτών των µεταβλητών, υπάρχει θετική συσχέτιση.
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ΒΒαασσιικκέέςς  έέννννοοιιεεςς::  

• απλή γραµµική παλινδρόµηση

• µέθοδος ελαχίστων τετραγώνων

• ευθεία παλονδρόµηση

• εκτιµήτριες

ΣΣττόόχχοοςς  ττοουυ  µµααθθήήµµααττοοςς::  Ο εκπαιδευόµενος να µπορεί να δηµιουργήσει µία µαθηµατική έκφραση

(εξίσωση) που να συνδέει δύο µεταβλητές και να έχει τη δυνατότητα να προσδιορίσει άµεσα την

αλληλοσυσχέτιση αυτών των µεταβλητών. Βάσει του συγκεκριµένου διαγράµµατος.



(β) Η τιµή πώλησης ενός προϊόντος και ο αριθµός των πωλήσεών του. Όσο αυξάνεται η τιµή πώλησης

(X) ενός προϊόντος, τόσο ελαττώνονται οι πωλήσεις του (Y).

Στην περίπτωση αυτή λέµε ότι µεταξύ των µεταβλητών υπάρχει αρνητική συσχέτιση.

Στα προβλήµατα αυτά, εστιάζουµε το ενδιαφέρον µας στον προσδιορισµό µίας εξίσωσης µεταξύ

των µεταβλητών Χ και Ψ, ώστε να µπορούµε να προβλέψουµε τις τιµές της µεταβλητής Ψ, γνωρίζοντας

τις µεταβολές της µεταβλητής Χ.

Έτσι λέµε ότι ενδιαφερόµαστε για την παλινδρόµηση της µεταβλητής Ψ πάνω στη Χ. Η µεταβλητή Χ

ονοµάζεται ανεξάρτητη µεταβλητή, ενώ η µεταβλητή Ψ εξαρτηµένη.

Ο κλάδος της Στατιστικής που ασχολείται µε αυτόν τον τοµέα, ονοµάζεται ανάλυση Παλινδρόµησης.

1111..11..  ΑΑΠΠΛΛΗΗ  ΓΓΡΡΑΑΜΜΜΜΙΙΚΚΗΗ  ΠΠΑΑΛΛΙΙΝΝ∆∆ΡΡΟΟΜΜΗΗΣΣΗΗ

Η πιο απλή µορφή παλινδρόµησης είναι η γραµµική. Στη γραµµική παλινδρόµηση υπάρχει µία ανεξάρ-

τητη µεταβλητή Χ και η εξαρτηµένη µεταβλητή Ψ προσεγγίζεται ικανοποιητικά από µία γραµµική συνάρ-

τηση του Χ.

Για παράδειγµα, ο παρακάτω πίνακας περιέχει το ποσοστό διοξειδίου του άνθρακα (Χ) στην ατµό-

σφαιρα σε διάφορες περιοχές και τα καταγεγραµµένα κρούσµατα άσθµατος (Ψ) στις περιοχές αυτές.

Πίνακας 1

Αν παραστήσουµε τα ζεύγη (x,y) σε ένα ορθογώνιο σύ-

στηµα αξόνων, προκύπτει το διπλανό σχήµα που ονοµά-

ζεται διάγραµµα διασποράς. Αν τώρα µε το µάτι βρούµε

δύο σηµεία του διαγράµµατος που ενώνοντάς τα µε ευθεία

γραµµή, αυτή είναι όσο το δυνατόν πιο κοντά στα υπόλοι-

πα σηµεία του διαγράµµατος, τότε λέµε ότι έχουµε κατα-

σκευάσει την ευθεία παλινδρόµηση της Ψ πάνω στη Χ.

Η εξίσωση µίας ευθείας είναι της µορφής y=α+βx. Επει-

δή αυτή διέρχεται από τα σηµεία (1,15) και (2,4,45), προ-

κύπτει το παρακάτω σύστηµα για τις παραµέτρους α, β:

Επιλύοντας το σύστηµα προκύπτει: α= -10 και β=25.

∆ηλαδή, η ευθεία παλινδρόµησης έχει εξίσωση y= -10+25x

ΠΠΟΟΛΛΗΗ ΑΑ ΒΒ ΓΓ ∆∆ ΕΕ ΖΖ ΗΗ

∆ιοξείδιο του
άνθρακα στην
ατµόσφαιρα %

1 1,5 2 2,4 2,6 2,8 3

Κρούσµατα
άσθµατος Ψ

15 18 23 45 58 75 94
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1111..22..  ΜΜΕΕΘΘΟΟ∆∆ΟΟΣΣ  ΕΕΛΛΑΑΧΧΙΙΣΣΤΤΩΩΝΝ  ΤΤΕΕΤΤΡΡΑΑΓΓΩΩΝΝΩΩΝΝ

Η προηγούµενη µέθοδος κατασκευής της ευθείας παλινδρόµησης της Ψ πάνω στη Χ έχει πολλά µειο-

νεκτήµατα.

Ας επανέλθουµε στο διάγραµµα διασποράς του προηγούµενου παραδείγµατος. Είδαµε ότι η ευθεία

παλινδρόµησης έχει εξίσωση y= -10+25x.

Με βάση αυτή την ευθεία, για την πόλη Γ προβλέπονται y=-10+25 2=40

κρούσµατα άσθµατος, ενώ γνωρίζουµε από τον πίνακα 1, ότι τα κρούσµατα στην πόλη Γ είναι 23.

Υπάρχει δηλαδή ένα σφάλµα ε3=40-23=17 κρουσµάτων. 

Η µέθοδος ελαχίστων τετραγώνων χρησιµοποιείται για τον προσδιορισµό των παραµέτρων α, β έτσι

ώστε να γίνεται ελάχιστο το άθροισµα των τετραγώνων των σφαλµάτων ε
i
.

Είναι ε
i
=y

i
-y, όπου y

i
η πραγµατική τιµή της µεταβλητής Ψ και y η εκτίµηση από την ευθεία y=α+βx.

∆ηλαδή, ε
i
=y

i
-α-βx

i
. Άρα, ζητούµε την ελαχιστοποίηση του:

Οι ζητούµενες τιµές των παραµέτρων α, β ονοµάζονται εκτιµήτριες ελαχίστων τετραγώνων και συµβο-

λίζεται µε (α καπέλο) και (β καπέλο). Αποδεικνύεται ότι δίνονται από τις σχέσεις:

όπου και .

Η ευθεία ονοµάζεται ευθεία παλινδρόµησης της Ψ πάνω στη Χ.
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Αντικαθιστώντας τις τιµές του πίνακα 1, προκύπτει:

=38,47 και = -37,39

Η ευθεία παλινδρόµησης του παραδείγµατος έχει εξίσωση . Από τη σχέση

, προκύπτει ότι η ευθεία ελαχίστων τετραγώνων διέρχεται από το σηµείο και έχει

συντελεστή διεύθυνσης .

ΠΠααρρααττηηρρήήσσεειιςς::

1. Από την ευθεία παλινδρόµησης για x=0 προκύπτει:

∆ηλαδή, αν η ατµόσφαιρα µίας πόλης δεν περιείχε διοξείδιο του άνθρακα, τότε θα υπήρχαν -37,39

κρούσµατα άσθµατος.

Το παράδοξο αυτό προκύπτει επειδή η τιµή 0 της ανεξάρτητης µεταβλητής βρίσκεται έξω από το διά-

στηµα τιµών που παρέχουν τα δεδοµένα του πίνακα 1.

Γενικά., η ευθεία παλινδρόµησης δίνει ορθές εκτιµήσεις µίας µεταβλητής, όταν οι τιµές της ανεξάρ-

τητης µεταβλητής βρίσκονται εντός του διαστήµατος τιµών που παρέχουν τα δεδοµένα ή πολύ κο-

ντά στις ακραίες τιµές του διαστήµατος.

2. Για τις τιµές x
1

και x
2
=x

1
+1 που διαφέρουν κατά 1, από την ευθεία παλινδρόµησης προκύπτει: 

∆ηλαδή, το παριστάνει τη µεταβλητή του Ψ όταν το Χ. Οπότε, όταν το Χ αυξηθεί κατά 1 µονάδα,

το Ψ αυξάνεται κατά όταν >0 και ελαττώνεται κατά όταν <0.

ΑΑΣΣΚΚΗΗΣΣΕΕΙΙΣΣ
1. Στον παρακάτω πίνακα, δίνονται τα ύψη Χ (σε cm) και τα βάρη Ψ (kg) 10 µαθητών µίας τάξης ενός

σχολείου.

(α) Να γίνει το διάγραµµα διασποράς.

(β) Να υπολογιστούν οι εκτιµήτριες , και να χαραχθεί η ευθεία παλινδρόµησης .

(γ) Ποιο αναµένετε να είναι το βάρος µαθητή που έχει ύψος 185cm;

(δ) Με βάση την ευθεία παλινδρόµησης του βάρους Ψ πάνω στο ύψος Χ, µπορούµε να εκτιµήσουµε το

ύψος ενός µαθητή που έχει βάρος 71kg;

Μαθητής Α Β Γ ∆ Ε Ζ Η Θ Ι Κ

Ύψος Χ 170 172 174 175 178 179 180 182 183 187

Βάρος Ψ 60 61 70 68 72 79 80 79 81 90
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ΑΑππάάννττηησσηη

(α)  

(β) Για τον υπολογισµό των εκτιµητριών , , κατασκευάζουµε τον παρακάτω πίνακα:

Είναι , ,

179

Μαθητής
Ύψος

Χ
Βάρος

Ψ
x2

Α 170 60 28.900 10.200

Β 172 61 29.584 10.492

Γ 174 70 30.276 12.180

∆ 175 68 30.625 11.900

Ε 178 72 31.684 12.816

Ζ 179 79 32.041 14.141

Η 180 80 32.400 14.400

Θ 182 79 33.124 14.378

Ι 183 81 33.489 14.823

Κ 187 90 34.869 16.830

Σx=1.780 Σy=740 Σx2=317.092 Σxy=132.160



Η ευθεία παλινδρόµησης έχει εξίσωση Για να την κατασκευάσουµε θα βρούµε δύο

σηµεία της. Το ένα είναι το , δηλαδή το (178, 74). Το άλλο θα βρεθεί δίνοντας µία τυχαία τιµή στο

Χ. Για x=180, είναι , δηλαδή (180, 77,5).

(γ) Για x=185cm, είναι . ∆ηλαδή, για µαθητή ύψους 185cm, εκτιµά-

ται βάρος 86,25kgr.

(δ) Επειδή η ευθεία παλινδρόµησης του βάρους Ψ πάνω στο ύψος Χ δίνει εκτιµήσεις για το βάρος Ψ µε

ανεξάρτητη µεταβλητή το Χ, δεν µπορεί να χρησιµοποιηθεί για εκτίµηση του Χ όταν δίνεται το Ψ.

2. Στον παρακάτω πίνακα δίνονται η τιµή πώλησης Χ(€) το κιλό φράουλες, σε ένα µανάβικο και οι πω-

λήσεις Ψ (kgr) που πραγµατοποιεί:

(α) Να βρείτε τις ευθείες παλινδρόµησης της Ψ πάνω στη Χ και της Χ πάνω στην Ψ.

(β) Να εκτιµήσετε τις πωλήσεις φράουλας που θα κάνει το µανάβικο όταν τις πουλά προς 1,40€ το κι-

λό.

(γ) Να εκτιµήσετε την τιµή πώλησης της φράουλας αν γνωρίζετε ότι ο µανάβης θέλει να διαθέσει 40kgr

προς πώληση.

Τιµή κιλού Χ € 1,20 1,30 1,50 1,70 1,90 2

Πωλήσεις Ψ kgr 70 65 60 50 35 14
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ΑΑππάάννττηησσηη

(α) Για τον υπολογισµό των εκτιµητριών , της ευθείας παλινδρόµησης της Ψ πάνω

στη Χ, κατασκευάζουµε τον παρακάτω πίνακα:

Είναι:

Η ευθεία παλινδρόµησης της

Ψ πάνω στη Χ είναι:

Για να βρούµε την ευθεία παλινδρόµησης της Χ πάνω στην Ψ, πρέπει οι µεταβλητές Χ, Ψ να αντι-

στρέψουν τους ρόλους τους. Έτσι, η ευθεία παλινδρόµησης, στην περίπτωση αυτή, έχει

εξίσωση , µε :

και 

Για τον υπολογισµό των εκτιµητριών και , κατασκευάζουµε τον παρακάτω πίνακα:

Χ Ψ y2 χ • y

1,20 70 4.900 84

1,30 65 4.225 84,5

1,50 60 3.600 90

1,70 50 2.500 85

1,90 35 1.225 66,5

2 14 196 28

Σx=9,60 Σy=294 Σy2=16.646 Σxy=438
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Τιµή κιλού X
€

Πωλήσεις Ψ
kgr

x2

1,20 70 1,44 84

1,30 65 1,69 84,5

1,50 60 2,50 90

1,70 50 2,89 85

1,90 35 3,61 66,5

2 14 4 28

Σx=9,60 Σy=294 Σx2=16,13 Σxy=438



Είναι: και .  

Εποµένως, η ευθεία παλινδρόµησης της Χ πάνω στην Ψ έχει εξίσωση:

(β) για x=1,40€, από την ευθεία παλινδρόµησης 

προκύπτει:

(γ) Για y=40kgr, από την ευθεία παλινδρόµησης , 

προκύπτει:

3. Σε µία πόλη υπάρχουν δύο αγροτικοί συνεταιρισµοί διαχείρισης βαµβακιού. Η παραγωγή Ψ (τόνοι)

του 1ου συνεταιρισµού, σε σχέση µε την καλλιεργήσιµη έκταση Χ (στρέµµατα) που διαχειρίζεται, εκτι-

µάται από την ευθεία παλινδρόµησης και αντίστοιχα για τον δεύτερο συνεταιρισµό ε-

κτιµάται από την ευθεία . Αν η συνολική έκταση που διαχειρίζονται οι δύο συνεταιρι-

σµοί είναι 250 στρέµµατα και για το 2006 εκτιµάται συνολική παραγωγή 300 τόνων βαµβάκι, να εκτι-

µήσετε την έκταση που διαχειρίζεται ο κάθε συνεταιρισµός.

ΑΑππάάννττηησσηη
Έστω ότι ο 1ος συνεταιρισµός διαχειρίζεται έκταση α στρεµµάτων, τότε ο 2ος συνεταιρισµός διαχειρίζε-

ται έκταση (250-α) στρεµµάτων.

Η παραγωγή βαµβακιού που εκτιµάται από τον 1ο συνεταιρισµό για το 2006 είναι:  τόνοι, ε-

νώ για τον 2ο συνεταιρισµό είναι: . Επειδή εκτιµάται συνολική παραγωγή 300 τό-

νων, έχουµε:

∆ηλαδή ο 1ος συνεταιρισµός διαχειρίζεται 140 στρέµµατα και ο 2ος 250-140=110 στρέµµατα.
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ΕΕΞΞΑΑΣΣΚΚΗΗΣΣΗΗ

1. Η εκτιµήτρια της ευθείας παλινδρόµησης παριστάνει τη µεταβολή της µεταβλητής

Ψ, όταν το Χ µεταβάλλεται κατά:

Α. µονάδες Β. µονάδες Γ. 1 µονάδα

∆. 10 µονάδες Ε. 5 µονάδες

2. Με βάση την ευθεία παλινδρόµησης , η εκτίµηση για το y όταν x=8, εί-

ναι:

Α. 8 Β. 9 Γ. 10 ∆. 11 Ε. 12

3. Ερωτήσεις του τύπου Σωστό - Λάθος:

ΣΣωωσσττόό ΛΛάάθθοοςς

(α) Η ευθεία παλινδρόµησης της µεταβλητής Χ πάνω στην Ψ έχει εξίσωση: 

(β) Η ευθεία παλινδρόµησης διέρχεται από το σηµείο 

(γ) Η εκτιµήτρια της ευθείας παλινδρόµησης παριστάνει την τιµή 

της µεταβλητής Ψ όταν x=0.

δ) Όταν , η ευθεία διέρχεται από την αρχή των αξόνων.

(ε) Η εκτιµήτρια της ευθείας παλινδρόµησης παριστάνει 

τη µεταβλητή του Ψ όταν το Χ αυξηθεί κατά 1 µονάδα.

4. Στα παρακάτω διαγράµµατα διασποράς, έχουν χαραχθεί «µε το µάτι» οι ευθείες παλινδρόµησης. Να

βρείτε τις εξισώσεις y = αx + β των ευθειών αυτών.
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5. Για καθέναν από τους παρακάτω πίνακες τιµών, να βρείτε τις ευθείες παλινδρόµησης της µεταβλη-

τής Ψ πάνω στη Χ και της Χ πάνω στην Ψ.

(α)  (β)  

6. Οι επιδόσεις 5 µαθητών στα Μαθηµατικά και τη Φυσική, δίνονται στον παρακάτω πίνακα:

(α) Να βρείτε τις εκτιµήτριες , και να χαράξετε στο διάγραµµα διασποράς την ευθεία παλιν-

δρόµησης .

(β) Να εκτιµήσετε το βαθµό στη Φυσική που έχει ένας µαθητής που η βαθµολογία του στα Μαθη-

µατικά είναι 17.

7. Οι πωλήσεις Ψ (τεµάχια) ενός φορητού υπολογιστή σε σχέση µε την τιµή πώλησης του Χ (€), σε έ-

να συγκεκριµένο κατάστηµα, δίνονται στον παρακάτω πίνακα:

(α) Να βρείτε την ευθεία παλινδρόµησης των πωλήσεων πάνω στην τιµή πώλησης του υπολογιστή.

(β) Να εκτιµήσετε τις πωλήσεις του φορητού υπολογιστή στο συγκεκριµένο κατάστηµα, αν η τιµή πώ-

λησής του είναι 700 €.

(γ) Να εκτιµήσετε πόσο αυξάνονται οι πωλήσεις για κάθε ευρώ που µειώνεται η τιµή πώλησης του

υπολογιστή.

8. Αν για δύο µεταβλητές Χ, Ψ ισχύει:

να βρείτε τις ευθείες παλινδρόµησης της Ψ πάνω στην Χ και της Χ πάνω στην Ψ.

Τιµή πώλησης 
Χ €

1000 900 850 800 650

Πωλήσεις 
Ψ τεµάχια

5 8 13 22 42

Βαθµός στα
Μαθηµατικά Χ

11 13 15 18 19

Βαθµός στη
Φυσική Ψ

10 13 17 19 20

x 10 9 8 7 6

y 1 2 3 4 5

x 6 7 8 9 10

y 1 2 3 4 5
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9. Με βάση τον διπλανό πίνακα, να βρείτε την τιµή της παραµέτρου Κ, ώ-

στε η ευθεία παλινδρόµησης του Ψ πάνω στο Χ, να έχει εξίσωση:

.

10. Σε έρευνα που έγινε στους µαθητές ενός σχολείου για το πώς µεταβάλλεται ο βαθµός τους στη Φυ-

σική σε σχέση µε τα Μαθηµατικά, διαπιστώθηκε ότι αν ο βαθµός στα Μαθηµατικά αυξηθεί κατά 1

µονάδα, τότε ο βαθµός του ίδιου µαθητή στη Φυσική, αυξάνεται κατά 1,5 µονάδα. Αν η µέση βαθ-

µολογία όλων των µαθητών του σχολείου στα Μαθηµατικά είναι 13 και στη Φυσική 14, να εκτιµήσε-

τε σύµφωνα µε την ευθεία παλινδρόµησης, το βαθµό ενός µαθητή στη Φυσική, όταν ο βαθµός του

στα Μαθηµατικά είναι 15.

11. Μία εταιρία έχει δύο υποκαταστήµατα Α, Β. Για τις πωλήσεις Ψ (τεµάχια) ενός προϊόντος σε σχέση

µε την τιµή Χ (€) πώλησής του, διαπιστώθηκε ότι για το κατάστηµα Α οι πωλήσεις εκτιµώνται από την

ευθεία παλινδρόµησης και για το κατάστηµα Β από την ευθεία .

Αν η τιµή πώλησης του προϊόντος στο κατάστηµα Α είναι 10% φθηνότερη από το κατάστηµα Β και

τα δύο καταστήµατα µαζί πούλησαν 86 τεµάχια του προϊόντος, να εκτιµήσετε την τιµή πώλησης του

προϊόντος στα δύο καταστήµατα.

Στις προηγούµενες παραγράφους παρουσιάσαµε τα διάφορα προβλήµατα της Στατιστικής εξετάζοντας

κάθε φορά µια µόνο µεταβλητή χωριστά. 

Στην παράγραφο αυτή εξετάσαµε τη συνάφεια και την αλληλεξάρτηση που υπάρχει µεταξύ δύο

µεταβλητών. Η µελέτη της συσχέτισης των µεταβλητών, δηλαδή ο υπολογισµός των τιµών της µιας

µεταβλητής από τις τιµές της άλλης γίνεται µε τη λεγόµενη στατιστική πρόβλεψη ή ανάλυση

παλινδρόµησης που η πιο απλή µορφή της είναι η ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΠΑΛΙΝ∆ΡΟΜΗΣΗ κατά την οποία υπάρχει

µια ανεξάρτητη µεταβλητή Χ και η εξαρτηµένη µεταβλητή y η οποία µπορεί να προσεγγιστεί ικανοποιητικά

από µια γραµµική σχέση του x. (y = α + βx). 

Γραµµική παλινδρόµηση της y πάνω στη x. 

• Η πρόβλεψη µιας µελλοντικής εξέλιξης της µεταβλητής y στην περίπτωση που η x εκφράζει χρόνο ή
η εκτίµηση της y για κάποια τιµή της x γίνεται µε τη βοήθεια της γραµµής εξίσωσης παλινδρόµησης

.

• Οι εκτιµήτριες της ευθείας προσδιορίζονται µε τη µέθοδο ελαχίστων τετραγώνων. ˆˆŷ= Æ+� xˆÆ̂,�

ˆˆŷ= Æ+� x

185

x y

1 1

2 K

3 1

4 2K

5 3

ΣΣύύννοοψψηη



186



KKAATTAANNOOMMΗΗ  PPOOIISSSSOONN

ΤΤιιµµέέςς  ττηηςς  σσυυννάάρρττηησσηηςς  ππιιθθααννόόττηηττααςς

187
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