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Κεφάλαιο 1 

Πρόλογος 

Οι απαριθμητικές αναλλοίωτες γεωμετρικών αντικειμένων όπως τα πολύτοπα, τα μονοπλεκτικά 
συμπλέγματα, τα κυβικά συμπλέγματα κ.ο.κ. παρέχουν σημαντικές πληροφορίες για τη μελέτη 
των αντικειμένων αυτών. Μία θεμελιώδης απαριθμητική αναλλοίωτη είναι το /-διάνυσμα, η ι-
οστή συντεταγμένη του οποίου καταγράφει το πλήιίος των πλευρών διάστασης ί. Ένα κλασικό 
πρόβλημα σε αυτή την περιοχή είναι ο (μερικός ή ολικός) χαρακτηρισμός του /-διανύσματος της 
εκάστοτε κλάσης γεωμετρικών αντικειμένων. Οι πληροφορίες που μπορεί να αποκομίσει κανείς 
συχνά εκφράζονται πιο κομψά μέσω του /ι-διανύσματος. Ενδιαφέρον επίσης έχει παρουσιάσει ο 
τρόπος με τον οποίο μεταβάλλονται οι απαριθμητικές αναλλοίωτες όταν το γεωμετρικό αντικείμενο 
υποδιαιρείται. 

Το /-διάνυσμα των μονοπλεκτικών πολυτόπων έχει χαρακτηριστεί πλήρως, μέσω του g-
Φεωρήματος (βλ. [15, 16, 57]). Αντιθέτως, πολύ λιγότερες πληροφορίες είναι γνωστές για τα 
flag μονοπλεκτικά συμπλέγματα και τα κυβικά συμπλέγματα. Ο Stanley ανέπτυξε τη ιΐεωρία των 
τοπικών /ι-διανυσμάτων [59] για να μελετήσει την επίδραση των υποδιαιρέσεων στο /ι-διάνυσμα. 
Απέδειξε ότι το /ι-διάνυσμα αυξάνεται όταν ένα μονοπλεκτικό σύμπλεγμα υποδιαιρείται ημιγεωμε-
τρικά. Μία ανάλογη εικασία για το 7-διάνυσμα γεωμετρικών υποδιαιρέσεων flag μονοπλεκτικών 
συμπλεγμάτων διατυπώθηκε από τους Postnikov, Reiner και Williams [51]. Η εικασία αυτή εν­
τάσσεται στα πλαίσια του γενικότερου ενδιαφέροντος για τα 7-διανύσματα που πυροδοτήθηκε από 
την εικασία του Gai. Η εικασία του Gal [41] είναι ένα ανάλογο του γενικευμένου θεωρήματος 
κάτω φράγματος (Generalized Lower Bound Theorem [57]) και αναφέρει ότι το 7-διάνυσμα των 
flag μονοπλεκτικών ομολογικών σφαιρών είναι μη αρνητικό. Χρησιμοποιώντας μεθόδους από τη 
Φεωρία των τοπικών /ι-διανυσμάτων του Stanley [59], ο Αθανασιάδης [6] απέδειξε τις δύο προα­
ναφερθείσες εικασίες για κάποιες ειδικές περιπτώσεις και διετύπωσε μία ισχυρότερη εικασία, που 
αναφέρει ότι το τοπικό 7-διάνυσμα κάιΐε flag γεωμετρικής υποδιαίρεσης του μονοπλόχου είναι μη 
αρνητικό. 

Πέρα από αυτά τα κίνητρα, στην παρούσα ερευνητική εργασία μας ώιίησε και η απουσία πα­
ραδειγμάτων από τη βιβλιογραφία που αφορούν υποδιαιρέσεις κυβικών συμπλεγμάτων. Εξού και 
αρχικά μελετήσαμε τη μεταβολή των κυβικών /ι-διανυσμάτων υπό κυβική βαρυκεντρική υποδιαίρε­
ση. Η ειδική αυτή περίπτωση επεκτάθηκε από τον Αθανασιάδη [4], ο οποίος μελέτησε τις κυβικές 
υποδιαιρέσεις σε ένα πιο γενικό πλαίσιο. Από την άλλη, η ύπαρξη παραδειγμάτων που αφορούν 
τοπικά /ι-διανύσματα και τοπικά 7-διανύσματα ήταν περιορισμένη. Συγκεκριμένα, ο Stanley [59] 
απέδειξε ότι το τοπικό /ι-πολυώνυμο της βαρυκεντρικής υποδιαίρεσης του μονοπλόχου είναι ίσο 
με τη γεννήτρια συνάρτηση dn(x) του πλήιΐους των υπερβάσεων στις μεταθέσεις χωρίς σταιίερά 
σημεία. Κατ' αναλογία, εμείς μελετούμε μία βαρυκεντρική υποδιαίρεση με εφαρμογές στην απαρίθ­
μηση μεταθέσεων της υπεροκταεδρικής ομάδας. Αυτή η υποδιαίρεση, όπως και οι υποδιαιρέσεις 
σμηνών που μελετούμε στη συνέχεια, επαληθεύουν την εικασία του Αθανασιάδη και ενισχύουν 
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την πεποίθηση για την ισχύ της. 
Η δομή της διατριβής αυτής έχει ως εξής. Στο Κεφάλαιο 2 υπενθυμίζουμε το απαραίτητο 

υπόβαθρο για τα συμπλέγματα και τις υποδιαιρέσεις τους, τα σμήνη, τις μεταθέσεις και τις μη 
διασταυρούμενες διαμερίσεις. Τα υπόλοιπα κεφάλαια περιέχουν πρωτότυπα αποτελέσματα. 

Το Κεφάλαιο 3 αντιστοιχεί στην Ενότητα 4 του [9] και στο άρΦρο [10]. Όπως αναφέραμε ήδη, 
είναι γνωστό [59] ότι το τοπικό /ι-πολυώνυμο της βαρυκεντρικής υποδιαίρεσης του μονοτιλόχου 
είναι ίσο με το πολυώνυμο μεταθέσεων χωρίς σταθερά σημεία dn(x). Χρησιμοποιώντας αυτή την 
ερμηνεία, δείχνουμε ότι είναι ^-μτ\ αρνητικό δίνοντας συνδυαστικές ερμηνείες για τους συντελε­
στές του αντίστοιχου 7-πολυωνύμου. Για το πολυώνυμο μεταθέσεων χωρίς σταθερά σημεία d^{x) 
τύπου Β δίνεται ένας νέος συνδυαστικός τύπος. Από τον τύπο αυτό προκύπτει άμεσα ότι το d^(x) 
διασπάται στο άθροισμα δύο μη αρνητικών, συμμετρικών και μονότροπων πολυωνύμων, με κέντρα 
συμμετρίας που διαφέρουν κατά 1/2 και έτσι έχουμε μία νέα απόδειξη της μονοτροπίας του. Μία 
γεωμετρική ερμηνεία, ανάλογη με αυτή για το dn(x) που έχουμε αναφέρει πιο πάνω, δίνεται για 
τον ένα από τους όρους αυτής της διάσπασης. Αυτή η ερμηνεία μας οδηγεί σε μία μονοτροπική 
διάσπαση του πολυωνύμου Euler τύπου β, της οποίας οι όροι μπορούν να εκφραστούν ως προς το 
πολυώνυμο Euler τύπου Α. Τα διάφορα πολυώνυμα διάσπασης που ορίζονται στο Κεφάλαιο 3 με­
λετούνται επίσης ως προς αναγωγικούς τύπους, γεννήτριες συναρτήσεις, συνδυαστικές ερμηνείες 
και ύπαρξη πραγματικών ριζών. 

Το Κεφάλαιο 4 αντιστοιχεί στο μεγαλύτερο μέρος του άρθρου [9]. Σε αυτό υπολογίζεται 
το τοπικό /ι-διάνυσμα της υποδιαίρεσης σμηνών και αποδεικνύεται πως το αντίστοιχο τοπικό 
7-διάνυσμα είναι μη αρνητικό. Χρησιμοποιώντας μη διασταυρούμενες διαμερίσεις τύπου Α και 
£>, δίνονται συνδυαστικές ερμηνείες για τις συντεταγμένες του τοπικού /ι-διανύσματος και του 
αντίστοιχου 7-διανύσματος για τα κλασικά συστήματα ριζών. 

Τέλος, το Κεφάλαιο 5 αντιστοιχεί στο άρΦρο [55]. Σε αυτό μελετούμε την κυβική βαρυ-
κεντρική υποδιαίρεση sdc(K) ενός κυβικού συμπλέγματος Κ, που ορίζεται ως ένα ανάλογο της 
βαρυκεντρικής υποδιαίρεσης ενός μονοπλεκτικού συμπλέγματος. Δίνονται τύποι για το βραχύ 
κυβικό και το (μακρύ) κυβικό /ι-διάνυσμα της sdc(K) συναρτήσει των αντίστοιχων του Κ. Από 
αυτούς προκύπτει ότι η συμμετρία και η μη αρνητικότητα αυτών των /ι-διανυσμάτων, καΦώς και η 
ύπαρξη μόνο πραγματικών ριζών για το βραχύ κυβικό /ι-πολυώνυμο, διατηρούνται όταν εφαρμο­
στεί κυβική βαρυκεντρική υποδιαίρεση. Επίσης, προσδιορίζεται η ασυμπτωτική συμπεριφορά του 
βραχέος κυβικού και του κυβικού /ι-πολυωνύμου για διαδοχικές βαρυκεντρικές υποδιαιρέσεις του 
Κ. 

Κλείνοντας τον πρόλογο, Φα ήΦελα να ευχαριστήσω τον επιβλέποντα καθηγητή μου Χρήστο 
Αθανασιάδη για την ανεξάντλητη υπομονή του και τη συνεχή πηγή έμπνευσης καΦ' όλη τη διάρκεια 
της συνεργασίας μας και για τη διόρθωση του τελικού κειμένου της διατριβής. Επίσης Φα ήΦελα να 
ευχαριστήσω τους Francesco Brenti, Mirko Visontai και Volkmar Welker για κάποιες χρήσιμες 
συζητήσεις και τους Ron Adin, Yuval Roichman, John Stembridge, Mirko Visontai και Volkmar 
Welker για χρήσιμες υποδείξεις στη βιβλιογραφία. 

Κατά τη διάρκεια εκπόνησης αυτής της διατριβής ήμουν αρχικά υπότροφος του Ιδρύματος 
Κρατικών Υποτροφιών Κύπρου (Ιανουάριος 2008 - Δεκέμβριος 2010). 

Στη συνέχεια συγχρηματοδοτήθηκα από την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Τα­
μείο - ΕΚΤ) και από εθνικούς πόρους μέσω του Επιχειρησιακού Προγράμματος "Εκπαίδευση και 
Δια Βίου Μά'θηση" του Εθνικού Στρατηγικού Πλαισίου Αναφοράς (ΕΣΠΑ) - Ερευνητικό Χρημα­
τοδοτούμενο Έργο: Ηράκλειτος II . Επένδυση στην κοινωνία της γνώσης μέσω του Ευρωπαϊκού 
Κοινωνικού Ταμείου (Ιανουάριος 2011 - Ιούνιος 2013). 



Κεφάλαιο 2 

Εισαγωγή 

Αυτή η ενότητα ξεκινά καθορίζοντας τους συμβολισμούς που ιΐα χρησιμοποιηθούν σε αυτή 

τη διατριβή και υπενθυμίζοντας βασικούς ορισμούς για τα μονοπλεκτικά συμπλέγματα, τις μο-

νοπλεκτικές υποδιαιρέσεις και τις απαριθμητικές τους αναλλοίωτες. Στη συνέχεια γίνεται μία 

ανασκόπηση των συμπλεγμάτων σμηνών και οι υποδιαιρέσεις σμηνών ορίζονται τυπικά. Αυτή η 

ενότητα ολοκληρώνεται με μία συζήτηση που αφορά τις μεταθέσεις και τις μη διασταυρούμενες 

διαμερίσεις τύπων Α και Β. Περισσότερες πληροφορίες για αυτά τα ιΐέματα μπορούν να βρεθούν 

στα [17, 18, 38, 43, 53, 59, 60, 62, 67] και στις αναφορές που υπάρχουν σε αυτά. 

Θα συμβολίζουμε με Ν το σύνολο των μη αρνητικών ακεραίων. Για κάιΐε ιίετικό ακέραιο 

η θέτουμε [η] : = {1,2, . . . , η} και Ω η = {1, — 1, 2, — 2 , . . . , η, — η}. Συμβολίζουμε με \S\ τον 

πληιίικό αριθμό, και με 2^ το σύνολο όλων των υποσυνόλων, ενός πεπερασμένου συνόλου S. 

2.1 Σ υ μ π λ έ γ μ α τ α και υποδιαιρέσεις 

2.1.1 Μ ο ν ο π λ ε κ τ ι κ ά σ υ μ π λ έ γ μ α τ α 

Δεδομένου ενός πεπερασμένου συνόλου V, ένα (αφηρημένο) μονοπλεκτικό σύμπλεγμα ((ab­

stract) simplicial complex) στο σύνολο V είναι μία συλλογή Δ υποσυνόλων του V τέτοια ώστε 

η συνθήκη F Ç G G Δ να συνεπάγεται ότι F G Δ (όλα τα μονοπλεκτικά συμπλέγματα σε αυτή 

τη διατριβή ιΐα είναι εξ υποθέσεως πεπερασμένα). Τα στοιχεία του Δ καλούνται πλευρές (faces). 

Η διάσταση μίας πλευράς F ορίζεται ως ένα λιγότερο από τον πληιίικό αριθμό του συνόλου F . 

Η διάσταση του Δ είναι η μέγιστη διάσταση των πλευρών του και συμβολίζεται με dim(A). Οι 

πλευρές διάστασης 0 και 1 καλούνται κορυφές και ακμές, αντίστοιχα. Μία πλευρά του Δ η οποία 

είναι μεγιστική ως προς τον εγκλεισμό καλείται έδρα (facet). Το σύμπλεγμα Δ καλείται αγνό 

(pure) αν όλες οι έδρες του έχουν την ίδια διάσταση. Το σύμπλεγμα Δ καλείται flag αν κάΦε 

ελαχιστική μη πλευρά του έχει δύο στοιχεία. Το μερικώς διατεταγμένο σύνολο των πλευρών (face 

poset) J7(Α) ενός μονοπλεκτικού συμπλέγματος Δ είναι το σύνολο των μη κενών πλευρών του 

Δ, μερικώς διατεταγμένο με τη σχέση του εγκλεισμού. 

Το ανοικτό άστρο (open star) SÌA(F) μίας πλευράς F G Δ είναι η συλλογή όλων των πλευρών 

του Δ που περιέχουν την F. To Zm& μίας πλευράς F G Δ είναι το υποσύμπλεγμα του Δ που 

ορίζεται ως linkA(F) = { G \ F : G G Δ, F Ç G}. Ο περιορισμός (restriction) του Δ στο 

σύνολο Vo Ç V είναι το υποσύμπλεγμα του Δ που αποτελείται από τις πλευρές που περιέχονται 

στο Vb· Έστω Vi και V^ δύο ξένα μεταξύ τους, πεπερασμένα σύνολα. Η (μονοπλεκτική) σύνδεση 

((simplicial) join) Δ ι * Δ2 δύο συλλογών Δ ι και Δ2 υποσυνόλων των Vi και V2, αντίστοιχα, 

είναι η συλλογή των συνόλων της μορφής Fi U F2, όπου F i G Δ ι και F2 G Δ2. Η σύνδεση 

δύο (ή περισσότερων) μονοπλεκτικών συμπλεγμάτων είναι επίσης μονοπλεκτικό σύμπλεγμα. Το 

διατακτικό σύμπλεγμα (order complex) [17, Ενότητα 9.3] [62, Ενότητα 3.8] ενός (πεπερασμένου) 
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4 Κεφάλαιο 2. Εισαγωγή 

Σχήμα 2.1: Ένα μονοπλεκτικό σύμπλεγμα και η βαρυκεντρική υποδιαίρεση του 

μερικώς διατεταγμένου συνόλου Q ορίζεται ως το μονοπλεκτικό σύμπλεγμα των αλυσίδων (ολικά 

διατεταγμένων υποσυνόλων) του ζ). 

Κάθε μονοπλεκτικό σύμπλεγμα Δ έχει γ<Εωμ<Ετρική υλοποίηση (geometrie realization) | | Δ | | 

[17, Ενότητα 9], μοναδικά ορισμένη μέχρι ομοιομορφισμού. Όλες οι τοπολογικές ιδιότητες ή 

αναλλοίωτες του Δ για τις οποίες ιΐα κάνουμε λόγο στη συνέχεια ιΐα αναφέρονται σε αυτές του 

| | Δ | | [17, Ενότητα 9.1]. Για παράδειγμα, λέμε ότι το Δ είναι μονοπλζκτική μπάλα (simplicial ball) 

αν το | | Δ | | είναι ομοιομορφικό με μπάλα. Το σύνορο (boundary) μίας μονοπλεκτικής d-διάστατης 

μπάλας Δ είναι το υποσύμπλεγμα ΘΑ που αποτελείται από όλα τα υποσύνολα των (d— 1)-διάστατων 

πλευρών του Δ οι οποίες περιέχονται σε μία ακριβώς έδρα του Δ . Λέμε (Εσωτερικό (interior) 

του Δ το σύνολο Δ ΘΑ και (Εσωτερικές πλευρές (internal faces) τα στοιχεία του Δ dA. Η 

σύνδεση δύο (ή περισσοτέρων) μονοπλεκτικών μπαλών είναι μία μονοπλεκτική μπάλα της οποίας 

το εσωτερικό είναι ίσο με τη σύνδεση των εσωτερικών αυτών των μπαλών. 

Ένας άλλος τρόπος για να οριστεί η έννοια της "μπάλας" για τα μονοπλεκτικά συμπλέγματα 

είναι με τη χρήση ομάδων ομολογίας. Έστω Δ ένα μονοπλεκτικό σύμπλεγμα διάστασης d — 1. 

Λέμε ότι το Δ είναι μία ομολογική σφαίρα (homology sphere) (υπεράνω ενός σώματος k) αν για 

χάύε F G Δ, συμπεριλαμβανομένης και της κενής πλευράς, έχουμε 

~ ,Λ. Λ / π Χ Έ Ν [k , αν ι = dimlinkA(F) 

I 0, αλλιώς, 

όπου με fl*(r,k) συμβολίζουμε την ανηγμένη ομάδα ομολογίας του Γ με συντελεστές από το 

k. Λέμε ότι το Δ είναι μία ομολογική μπάλα (homology ball) (υπεράνω του k) αν υπάρχει ένα 

υποσύμπλεγμα dA του Δ, που καλείται το σύνορο (boundary) του Δ, έτσι ώστε να ισχύουν τα 

ακόλουθα: (α) το υποσύμπλεγμα dA είναι μία (d — 2)-διάστατη ομολογική σφαίρα υπεράνω του 

k και (β) για κάιΐε F G Δ, συμπεριλαμβανομένης και της κενής πλευράς, έχουμε 

~ f k, αν F φ dA και i = d i m l i n k A ( F ) 
# ; ( l m k A ( F ) , k ) = < 

10, αλλιώς. 

Το εσωτερικό (interior) του Δ ορίζεται ως int (Δ) = Δ, αν το Δ είναι ομολογική σφαίρα και ως 

int (Δ) = Δ 9 Δ , αν το Δ είναι ομολογική μπάλα. Αν το Δ είναι ομολογική μπάλα διάστασης 

d — 1, τότε το 9 Δ αποτελείται από τις πλευρές των (d — 2)-διάστατων πλευρών του Δ που 

περιέχονται σε μία ακριβώς έδρα του Δ . 

2.1.2 Κ υ β ι κ ά σ υ μ π λ έ γ μ α τ α 

Συμβολίζουμε με Cd το συνήθη d-διάστατο κύβο [0, l ] d Ç Rd . Κάύε πολύτοκο συνδυα­

στικά ισόμορφο με το C^ καλείται συνδυαστικός d-κύβος (combinatorial d-cube). Ένα κυβικό 

σύμπλεγμα (cubical complex) είναι μία πεπερασμένη συλλογή Χ συνδυαστικών κύβων στον R n , 

τέτοια ώστε (α) κάιΐε πλευρά ενός στοιχείου του Κ να ανήκει επίσης στο Κ και (β) η τομή 
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Σχήμα 2.2: Ένα μονοπλεκτικό σύμπλεγμα και η αστρική υποδιαίρεση του στην ακμή F 

οποιονδήποτε δύο στοιχείων του Κ να είναι πλευρά και των δύο. Τα στοιχεία του Κ καλούνται 

πλευρές {faces). 

Το μερικώς διατεταγμένο σύνολο των πλευρών (face poset) J7(Κ) του κυβικού συμπλέγματος 

Κ είναι το σύνολο των πλευρών του, συμπεριλαμβανομένης και της κενής πλευράς, μερικώς 

διατεταγμένο με τη σχέση του εγκλεισμού. Το F (Κ) είναι ένας meet-ημισύνδεμος. Έχει ως 

ελάχιστο στοιχείο την κενή πλευρά και ως άτομα τις κορυφές του Κ. Τα μεγιστικά στοιχεία του 

F (Κ) λέγονται έδρες (facets). Η διάσταση του Χ , που συμβολίζεται με dim(Ä'), ορίζεται ως η 

μέγιστη διάσταση των πλευρών του. 

2.1.3 Υ π ο δ ι α ι ρ έ σ ε ι ς 

Έστω Δ ένα μονοπλεκτικό σύμπλεγμα. Μία (τοπολογική) μονοπλεκτική υποδιαίρεση ((topo­

logical) simplicial subdivision) του Δ [59, Ενότητα 2] είναι ένα μονοπλεκτικό σύμπλεγμα Δ 7 μαζί 

με μία απεικόνιση σ : Δ 7 —>> Δ τέτοια ώστε να ισχύουν τα ακόλουθα για κάιΐε F G Δ : (α) το 

σύνολο Af

F : = σ~λ(2Ε) είναι ένα υποσύμπλεγμα του Δ 7 που αποτελεί μία μονοπλεκτική μπάλα 

διάστασης d im(F) · και (β) το εσωτερικό του A'F είναι ίσο με a _ 1 ( F ) . Το υποσύμπλεγμα Af

F 

καλείται περιορισμός (restriction) του Δ 7 στην F . Η πλευρά σ{β) G Δ καλείται φορέας (support) 

της G G Δ 7 . Η υποδιαίρεση Δ 7 καλείται ημιγεωμετρική (quasi-geometric) [59, Ορισμός 4.1 (a)] 

αν δεν υπάρχουν Ε1 G Δ 7 και F G Δ διάστασης μικρότερης από d i m ( F ) , τέτοιες ώστε ο φορέας 

κάιΐε κορυφής της Ε1 να περιέχεται στην F . Επιπλέον, η Δ 7 καλείται γεωμετρική (geometric) [59, 

Ορισμός 4.1 (b)] αν υπάρχει μία γεωμετρική υλοποίηση του Δ 7 η οποία να υποδιαιρεί γεωμετρικά 

μία γεωμετρική υλοποίηση του Δ, όπως καθορίζεται από τη σ. Όλες οι γεωμετρικές υποδιαιρέσεις 

είναι ημιγεωμετρικές. 

Προχωρούμε στην περιγραφή δύο διαδεδομένων τρόπων υποδιαίρεσης ενός μονοπλεκτικού 

συμπλέγματος Δ . Το διατακτικό σύμπλεγμα του μερικώς διατεταγμένου συνόλου των πλευρών 

^ ( Δ ) , που συμβολίζεται με sd(A), αποτελείται από τις αλυσίδες των μη κενών πλευρών του 

Δ . Αυτό το σύμπλεγμα είναι με φυσιολογικό τρόπο μία (γεωμετρική) μονοπλεκτική υποδιαίρεση 

του Δ, η λεγόμενη βαρυκεντρική υποδιαίρεση (barycentric subdivision), όπου ο φορέας μίας 

αλυσίδας C μη κενών πλευρών του Δ ορίζεται ως το μέγιστο στοιχείο της C (βλ. Σχήμα 2.1). 

Δεδομένης μίας πλευράς F G Δ θέτουμε Δ 7 = (Δ SÌA(F)) U ({υ} * d(2F) * l i n k ^ F ) ) , όπου 

ν είναι μία νέα κορυφή που προστίθεται και d(2F) = 2 F F . Το Δ 7 είναι ένα μονοπλεκτικό 

σύμπλεγμα που αποτελεί μία μονοπλεκτική υποδιαίρεση του Δ και καλείται αστρική υποδιαίρεση 

(stellar subdivision) του Δ στην F (βλ. Σχήμα 2.2). 

Υποθέτουμε ότι Α[ και Δ7

2 είναι μονοπλεκτικές υποδιαιρέσεις των μονοπλεκτικών συμπλεγ­

μάτων Δ ι και Δ2, αντίστοιχα. Η σύνδεση Α[ * Δ 2 είναι με φυσιολογικό τρόπο μία μονοπλεκτική 

υποδιαίρεση του μονοπλεκτικού συμπλέγματος Δ ι * Δ2 αν ορίσουμε ως φορέα μίας πλευράς 

Ε\ U Ε2 G Α[ * Δ7

2 την ένωση των φορέων των Ε\ G Δ^ και Ε^ G Δ7

2. Δεδομένων πλευρών 

F i G Δ ι και F2 G Δ2, ο περιορισμός του Α[ * Δ 2 στην πλευρά F i U F2 G Δ ι * Δ2 είναι ίσος με 

( A i ) F l * ( A 2 ) F 2 . 
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ι i ι * 

ι i ι i 

' * i 

Ι 

ι * i 

Σχήμα 2.3: Ένα κυβικό σύμπλεγμα και η κυβική βαρυκεντρική υποδιαίρεση του 

Η έννοια της ομολογικής υποδιαίρεσης [6, Ορισμός 2.2] γενικεύει την έννοια της τοπολογικής 
υποδιαίρεσης. 

Ορισμός 2.1.1. Έστω Δ ένα μονοπλεκτικό σύμπλεγμα. Μία (πεπερασμένη, μονοπλεκτική) 
ομολογική υποδιαίρεση (homology subdivision) του Δ (υπεράνω του k) είναι ένα μονοπλεκτικό 
σύμπλεγμα Δ7 μαζί με μία απεικόνιση σ : Δ7 —>> Δ τέτοια ώστε να ισχύουν τα ακόλουθα για 
κάθε F Ε Α: (α) το σύνολο A'F := a~1(2F) είναι ένα υποσύμπλεγμα του Δ7 που αποτελεί μία 
ομολογική μπάλα (υπεράνω του k) διάστασης dim(F)· και (β) το εσωτερικό του Δ ^ είναι ίσο με 

Ο περιορισμός, ο φορέας, η γεωμετρική και η ημιγεωμετρική υποδιαίρεση ορίζονται όπως και 
στην περίπτωση της τοπολογικής υποδιαίρεσης. 

Ενώ για τα μονοπλεκτικά συμπλέγματα δώσαμε το γενικό ορισμό της υποδιαίρεσης και δύο 
επιπλέον παραδείγματα, στην παρούσα διατριβή ιΐα αναφερθούμε μόνο σε μία συγκεκριμένη υπο­
διαίρεση των κυβικών συμπλεγμάτων. Έστω Κ ένα κυβικό σύμπλεγμα. Η κυβική βαρυκεντρική 
υποδιαίρεση sdc(K) του Κ είναι το σύνολο όλων των μη κενών κλειστών διαστημάτων [F, G] 
στο μερικώς διατεταγμένο σύνολο F (Κ) {0}, μερικώς διατεταγμένο με τη σχέση του εγκλει­
σμού. Με τον ίδιο τρόπο ορίζεται και η κυβική βαρυκεντρική υποδιαίρεση ενός μονοπλεκτικού 
συμπλέγματος, βλ. Ενότητα 3.6. Έχει αποδειχθεί ([12, Ενότητα 2.3]) και στις δύο περιπτώσεις, 
ότι η κυβική βαρυκεντρική υποδιαίρεση ενός συμπλέγματος μαζί με το κενό σύνολο αποτελούν το 
μερικώς διατεταγμένο σύνολο πλευρών ενός κυβικού συμπλέγματος. Στο Κεφάλαιο 5 ιΐα ονομά­
ζουμε κυβική βαρυκεντρική υποδιαίρεση του Κ και ύα συμβολίζουμε με sdc(K) αυτό το κυβικό 
σύμπλεγμα (βλ. Σχήμα 2.3). 

2.1.4 Πολυώνυμα 

Έστω ρ(χ) = J2k>oakxk = J2k=oakxk ^ w πολυώνυμο με πραγματικούς συντελεστές. Θα 
λέμε ότι το ρ(χ) είναι μονότροπο (unimodal) (και ότι έχει μονότροπους συντελεστές) αν υπάρχει 
δείκτης 0 < j < d τέτοιος ώστε α̂  < α^+ι για 0 < i < j — 1 και α̂  > α^+ι για j < i < d — 1. 
Ένας τέτοιος δείκτης καλείται κορυφή (peak). Λέμε ότι το πολυώνυμο ρ(χ) είναι λογαριθμικά 
κοίλο (log-concave) αν α^ > α^_ια^+ι για 1 < i < d—1 και ότι έχει εσωτερικά μηδενικά (internal 
zeros) αν υπάρχουν δείκτες 0<i<j<k<d τέτοιοι ώστε αι,α^ φ 0 και CLJ = 0. Θα λέμε 
ότι το ρ(χ) είναι συμμετρικό (symmetric) (και ότι έχει συμμετρικούς συντελεστές) αν υπάρχει 
ακέραιος n > d τέτοιος ώστε α̂  = an-i για 0 < i < n. Σε αυτή την περίπτωση ορίζεται το 
κέντρο συμμετρίας (center of symmetry) του ρ(χ) και είναι ίσο με η/2 (το κέντρο συμμετρίας 
είναι καλά ορισμένο εφόσον το ρ(χ) είναι μη μηδενικό). 

Θα λέμε ότι το ρ(χ) έχει μώΌ πραγματικές ρίζες αν όλες οι μιγαδικές του ρίζες είναι πραγ­
ματικοί αριθμοί. Είναι γνωστό (βλ., για παράδειγμα, [58]) ότι αν το ρ(χ) έχει μόνο πραγματικές 
ρίζες και μη αρνητικούς συντελεστές, τότε το ρ(χ) είναι λογαριθμικά χοίλο και μονότροπο, χωρίς 
εσωτερικά μηδενικά. Το ακόλουθο θεώρημα, που αποδείχθηκε πρώτα από τον Edrei [34], δίνει μία 
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ικανή και αναγκαία συνθήκη για να έχει μόνο πραγματικές ρίζες ένα πολυώνυμο με μη αρνητικούς, 
πραγματικούς συντελεστές. 

Θεώρημα 2.1.2. ([34]) Έστω ρ(χ) = k>0akXk G R[x] ένα πολυώνυμο μ€ α& > 0 για κάϋ€ 
k G Ν. Α ρ θέσουμε α& = 0 yia oAouç rouç αρνητικούς ακέραιους k, τότ€ το ρ(χ) έχ€ΐ μόνο 
πραγματικές ρίζ^ς αν και μόνο αν κάϋ<Ε υποοριζουσα του κάτω τριγωνικού πίνακα (öi-j)f?=o €^ναι 

μη αρνητική. 

Ένα (μη μηδενικό) συμμετρικό πολυώνυμο ρ(χ) G R[x] μπορεί να γραφεί (με μοναδικό τρόπο) 
στη μορφή 

\η/2\ 

p(x) = (ΐ + Χ ) * 7 ^ Ε _ ^ = £ 7 i * * ( i + * ) « - * ( 2 . 1 Λ ) 

για κάποιο πολυώνυμο 7(2?) = i>o7i x ^ Λέμε ότι το ρ(χ) είναι 7_]u/7 αρνητικό (η-nonnegative) 
αν 7ϊ > 0 για κάθε ΐ > 0. Είναι άμεσο ότι κάιΐε 7~lxr] αρνητικό πολυώνυμο είναι μονότροπο. 
Για κλάσεις ^-μτ\ αρνητικών πολυωνύμων που εμφανίζονται στη συνδυαστική παραπέμπουμε τον 
αναγνώστη στα [21, 33, 50, 51] και στις αναφορές τους. 

2.1.5 Α π α ρ ί θ μ η σ η π λ ε υ ρ ώ ν 

Έστω Δ ένα (d— 1)-διάστατο μονοπλεκτικό σύμπλεγμα. Συμβολίζουμε με /ΐ(Δ) το πλήθος 
των i-διάστατων πλευρών του Δ. Μία θεμελιώδης απαριθμητική αναλλοίωτη του Δ είναι το 
f-πολυώνυμο (/' -polynomial), που ορίζεται ως 

d - l 

/(Δ, x) = J > ( A ) s \ 

Το h-πολυώνυμο (h-polynomial) του Δ ορίζεται ως 

/ι(Δ,χ) Σ>(Δ)** = ( 1 - ^ Σ ^ - ι ( Δ ) ( Γ ^ ) ί 

όπου /_ι(Δ) = 1 εξ ορισμού. Για τη σημασία των /ι-πολυωνύμων, ο αναγνώστης παραπέμπεται 
στο [60, Κεφάλαιο Π]. Για τη σύνδεση Δι *Δ2 δύο μονοπλεκτικών συμπλεγμάτων έχουμε /ι(Δχ * 
A2,x) = h(Aux)h(A2,x). 

Το τοπικό /ι-διάνυσμα μίας μονοπλεκτικής υποδιαίρεσης ενός μονοπλόχου ορίστηκε στο [59, 
Ορισμός 2.1] ως εξής. 

Ορισμός 2.1.3. Έστω V ένα σύνολο με n στοιχεία και Γ μία μονοπλεκτική υποδιαίρεση του 
μο\>οπλόχοΌ 2ν. Το πολυώνυμο ^y (Γ, χ) = ο̂ + ^\x + · · · + ^nXn που ορίζεται ως 

Μ Ι » = Σ ( - l ) n - l F U ( r F , x ) (2.1.2) 
F e y 

είναι το τοπικό h-πολυώνυμο {local h-polynomial) του Γ (ως προς το Τ )̂. Η ακολουθία ^/(Γ) = 
(^OÎ^IÎ · · · 5^n) είναι το τοπικό h-διάνυσμα (local h-vector) του Γ (ως προς το V). 

Το ακόλουθο ιΐεώρημα συνοψίζει μερικές από τις κύριες ιδιότητες των τοπικών /ι-διανυσμάτων 
(βλ. Παράδειγμα 2.3, Θεωρήματα 3.2, 3.3 και 5.2 και Πόρισμα 4.7 στο [59]). Για τον ορισμό της 
κανονικής υποδιαίρεσης παραπέμπουμε τον αναγνώστη στο [59, Ορισμός 5.1]. 



8 Κεφάλαιο 2. Εισαγωγή 

Θ ε ώ ρ η μ α 2 . 1 . 4 . (Stanley [59]) 

(α) Για κάϋε μονοπλεκτική υποδιαίρεση Γ του μονοπλόκου 2ν έχουμε £ο = Ο και ότι, για n > 1 ; 

ο αριθμός ί\ είναι ίσος με το πλήθος των εσωτερικών κορυφών του Γ. 

(β) Για κάθε μονοπλεκτική υποδιαίρεση Δ 7 ενός αγνού μονοπλεκτικού συμπλέγματος Δ έχουμε 

h(A',x) = ^ £F(A,

F,x)h(lmkA(F),x). (2.1.3) 

FeA 

(γ) Το τοπικό h-πολυώνυμο £y(T,x) είναι συμμετρικό για κάθε μονοπλεκτική υποδιαίρεση Γ 

του μονοπλόκου 2ν'· ισοδύναμα, έχουμε ί\ = ίη-{ για Ο < % < η, όπου η = \V\. 

(δ) Το τοπικό h-πολυώνυμο ty (Γ, χ) 6γα μ/] αρνητικούς συντελεστές για κάθε ημιγεωμετρική 

μονοπλεκτική υποδιαίρεση Γ του μονοπλόκου 2ν. 

(ε) Το τοπικό h-πολυώνυμο ^ / ( Γ , χ ) 6γα μονότροπους συντελεστές για κάθε κανονική μονο­

πλεκτική υποδιαίρεση Γ του μονοπλόκου 2ν. 

Η συμμετρία του τοπικού /ι-πολυωνύμου μας οδηγεί στον επόμενο ορισμό. 

Ο ρ ι σ μ ό ς 2 . 1 . 5 . ([6]) Δεδομένης μίας μονοπλεκτικής υποδιαίρεσης Γ ενός (η — 1)-διάστατου 

μο\>οπλόχου 2ν, το τοπικό ^-πολυώνυμο (local 7-polynomial) ξν(Γ,χ) = ξο + ξιχ + · · · + 

£[™/2]χ τ ο υ Γ ( ω ζ π Ρ°ζ τ ο V) ορίζεται μοναδικά από την εξίσωση 

Η ακολουθία £ y ( r ) = (£o5£i5 · · · ^[^/2j) ε ^ ν ο α τ ο τοπικό ^-διάνυσμα (local ^-vector) του Γ (ως 

προς το Τ^). 

Το ακόλουθο λήμμα είναι χρήσιμο για τον υπολογισμό του τοπικού /ι-πολυωνύμου και του 

τοπικού 7-^ολυωνύμου μονοπλεκτικών συνδέσεων. 

Λ ή μ μ α 2 . 1 . 6 . Έστω V και V' ξένα μεταξύ τους, πεπερασμένα σύνολα. Για όλες τις μονοπλε-

κτικες υποδιαιρέσεις Γ του 2ν και Υ' του 2ν έχουμε iyvjv' (Γ * Γ ' ,χ) = ^ / ( Γ , x) ly>(T', χ) και 

ξνυν (Γ * Γ', χ) = ξν(Γ, χ) fr/(Γ', χ). 

Απόδειξη. Έστω n = \V\ και ni = |Τ/'|. Χρησιμοποιώντας την Εξίσωση (2.1.2), υπολογίζουμε 

ότι 

W(r*r',*) = Ε Σ (-i) |yuy'HFUF,|M(r*r'w,*) 

= Σ Σ (-ir+n'-|FHF,|Mr>*rW) 

= Σ Σ (-ir-|F|^(rF,x)(-ir'-|F,|Mr'F„x) 
FÇVF'ÇV 

= έν(Τ,χ)£ν(Τ',χ). 


